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CHAPITRE 1

Chapitre 1 : Fonctions réelles d�une variable réelle

Dans ce chapitre, nous allons rappeler quelques notions de base sur les

fonctions réelles d�une variable réelle : domaine de dé�nition, parité de la

fonction, continuité, dérivabilité, ...

1.1 Généralités

Dé�nition 1.1.1 Soit E une partie non vide de R (? 6= E � R), où R est
l�ensemble des nombres réelles. On appelle fonction d�une variable réelle à
valeurs réelles toute application

f : E ! R
x! f(x):

On appelle E domaine de dé�nition de f:

Exemple 1.1.1 1. La fonction inverse f : ]�1; 0[ [ ]0;+1[! R
x! 1

x

:

2. La fonction f : R! R
x! 2x+ 1

3



1.1. Généralités

3. La fonction f : R+ ! R
x!

p
x

Dé�nition 1.1.2 Le graphe d�une fonction f : E ! R est la partie �f de
R2 dé�nie par �f = f(x; f(x))=x 2 Eg : FIG 1.1.2.

Le graphe d�une fonction

1.1.1 Parité et périodicité

Dans un but d�économie d�énergie, nous allons chercher à réduire au maxi-

mum l�ensemble des valeurs où il est nécessaire d�étudier une fonction. Soit f

une fonction dé�nie sur I � R; f : I � R! R (I est symétrique par rapport
à l�origine 0)

Dé�nition 1.1.3 � La fonction f est dite paire si f(�x) = f(x);8x 2 I:
Graphiquement, f est paire si et seulement si son graphe est symétrique

par rapport à l�axe des ordonnées.

� La fonction f est dite impaire si f(�x) = �f(x);8x 2 I: Graphique-
ment, f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par

rapport à l�origine.

� La fonction f est dite périodique s�il existe T > 0 tel que f(x+ T ) =
f(x). Graphiquement, f est périodique de période T si et seulement si
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1.1. Généralités

Fig. 1.1 �Le graphe de x2 et x3

Fig. 1.2 �Le graphe de cosinus et sinus

son graphe est invariant par la translation de vecteur T
�!
i , où

�!
i est le

premier vecteur de coordonnées.

Exemple 1.1.2 � Les fonctions : x ! x2; x ! cos(x) sont paires. FIG

1.1.

� Les fonctions : x! x3; x! tan(x) sont impaires. FIG 1.1.

� Les fonctions sinus cosinus sont 2�-périodiques. FIG 1.2.

1.1.2 Fonction monotone

Dé�nition 1.1.4 Soit f : E � R! R:
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1.1. Généralités

� f est dite croissante (resp. strictement croissante) sur E si :

8(x; y) 2 E2 : x � y =) f(x) � f(y)

(resp. 8(x; y) 2 E2 : x < y =) f(x) < f(y)):

� f est dite décroissante (resp. strictement décroissante) sur E si :

8(x; y) 2 E2 : x � y =) f(x) � f(y)

(resp. 8(x; y) 2 E2 : x < y =) f(x) > f(y)):

� f est monotone (resp. strictement monotone) sur E si elle est

croissante ou décroissante (resp. strictement croissante ou stric-
tement décroissante).

1.1.3 Bijection et fonction réciproque

Soit f : E ! F une fonction, où E et F sont deux parties de R:

Dé�nition 1.1.5 � f est injective si 8x; x0 2 E; f(x) = f(x0) =) x =

x0:

� f est surjective si 8y 2 F;9x 2 E : y = f(x):
� f est bijective si elle est à la fois injective et surjective, c-à-d : 8y 2
F;9!x 2 E : y = f(x):

Propriétés 1.1.1 Si f : E ! F est une fonction bijective alors il existe
une unique application g : F ! E telle que g � f = IdE et f � g = IdF : La

fonction g est la bijection réciproque de f notée f�1:

Exemple 1.1.3 Soit la fonction f : R! R
x! 2x� 1

; alors on a :

1. 8x1; x2 2 R; f(x1) = f(x2) =) 2x1 � 1 = 2x2 � 1 =) 2x1 = 2x2 =)
x1 = x2 ce qui montre que f est injective.

2. 8y 2 R; f(x) = y =) 2x � 1 = y =) x = y+1
2 2 R; alors 8y 2 R;9x 2

R : f(x) = y donc f est surjective.
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1.2. Limites

3. f est injective et surjective alors f est bijective, elle admet une bijection

réciproque f�1 : R! R
x! y+1

2

:

Exemple 1.1.4 Soit la fonction f : R! R+

x! x2
; remarquons que pour x1 = 2

et x2 = �2; f(x1) = f(x2) = 4; donc 9x1 6= x2 telles que f(x1) = f(x2) ce

qui justi�e que f n�est pas injective.

1.2 Limites

1.2.1 Limite en un point

Soit f : E ! R (E � R). Soit x0 2 R un point de E:

Dé�nition 1.2.1 Soit l 2 R. On dit que f a pour limite l en x0 si

8" > 0;9� > 0;8x 2 E : jx� x0j < � =) jf(x)� lj < ":

On dit aussi que f tend vers l lorsque x tend vers x0: On note alors

lim
x!x0

f(x) = l ou bien f(x) !
x!x0

l:

Dé�nition 1.2.2 � On dit que f a pour limite +1 en x0 si

8A > 0;9� > 0;8x 2 I : jx� x0j < � =) f(x) > A

7



1.2. Limites

On note alors lim
x!x0

f(x) = +1
� On dit que f a pour limite �1 en x0 si

8A > 0;9� > 0;8x 2 I : jx� x0j < � =) f(x) < �A

On note alors lim
x!x0

f(x) = �1

1.2.2 Limite en l�in�ni

Soit f : I ! R une fonction dé�nie sur un intervalle de la forme I =

]a;+1[

Dé�nition 1.2.3 Soit l 2 R:
� On dit que f a pour limite l en +1 si

8" > 0;9B > 0;8x 2 I : x > B =) jf(x)� lj < "

on note alors lim
x!+1

f(x) = l:

� On dit que f a pour limite +1 en +1 si

8A > 0;9B > 0;8x 2 I : x > B =) f(x) > A

on note alors lim
x!+1

f(x) = +1:

1.2.3 Opérations sur les limites

Propriétés 1.2.1 Soit f; g : E � R! R; lim
x!x0

f(x) = l1; lim
x!x0

g(x) = l2

1. lim
x!x0

[f(x) + g(x)] = l1 + l2:

2. lim
x!x0

�f(x) = �l:

3. lim
x!x0

[f(x):g(x)] = l1:l2:

4. lim
x!x0

f(x)
g(x) =

l1
l2
:
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1.3. Fonctions continues

Remarque 1.2.1 Il y a des situations où l�on ne peut rien dire sur les li-
mites. Par exemple si lim

x!x0
f = +1 et lim

x!x0
g = �1 alors on ne peut a priori

rien dire sur la limite de f + g (cela dépend vraiment de f et de g). On

raccourci cela en +1 � 1 est une forme indéterminée. Voici une liste de

formes indéterminées : +1�1; 0:1; 11 ;
0
0 ; 1

1 et 10:

Exemple 1.2.1 1. lim
x!2

5x2 � 1 = 19:

2. lim
x!2

3x2

x�2 = +1:

3. lim
x!1

x�1
x2�1 =

0
0(FI) = lim

x!x0
(x�1)

(x�1)(x+1) = lim
x!x0

1
(x+1) =

1
2 :

1.3 Fonctions continues

1.3.1 Continuité en un point

Soit I un intervalle de R et soit f : I ! R une fonction.

Dé�nition 1.3.1 1. On dit que f est continue en un point x0 2 I si

8" > 0;9� > 0;8x 2 I : jx� x0j < � =) jf(x)� f(x0)j < "

autrement dit : si f admet une limite en x0 alors lim
x!x0

f(x) = f(x0):

2. On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

3. Intuitivement, une fonction est continue sur un intervalle, si on peut

tracer son graphe « sans lever le crayon » , c�est-à-dire si elle n�a pas

de saut

Exemple 1.3.1 1. Les fonctions suivantes sont continues :

2. Une fonction constante sur un intervalle.

3. La fonction racine carrée x!
p
x sur [0;+1[ :

4. Les fonction sinx et cosx sur R:

5. La fonction valeur absolue x! jxj sur R:
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1.4. Fonctions dérivables

6. La fonction expx sur R:

7. La fonction lnx sur ]0;+1[ :

1.3.2 Opérations sur les fonctions continues

Propriétés 1.3.1 Soient f; g : I ! R deux fonctions continues en un point
x0 2 I: Alors :

1. �:f est continue en x0 (pour tout � 2 R).

2. f + g est continue en x0:

3. f � g est continue en x0:

4. Si f 6= 0; alors 1
f est continue en x0:

1.4 Fonctions dérivables

1.4.1 Dérivée d�une fonction

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I ! R une fonction. Soit x0 2 I

Dé�nition 1.4.1 1. f est dérivable en x0 si le taux d�accroissement
f(x)�f(x0)
x�x0 a une limite �nie lorsque x tend vers x0: La limite s�appelle

alors le nombre dérivée de f en x0 et est noté f 0(x0): Ainsi

f 0(x0) = lim
x!x0

f(x)� f(x0)
x� x0

:

2. f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point x0 de I. La
fonction x! f 0(x) est la fonction dérivée de f , elle se note f 0 ou df

dx :

Exemple 1.4.1 Soit la fonction dé�nie par f(x) = x3 : R! R; on étudie la
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1.4. Fonctions dérivables

dérivabilité de f en x0 2 R

lim
x!x0

f(x)� f(x0)
x� x0

= lim
x!x0

x3 � x20
x� x0

= lim
x!x0

(x� x0)(x2 + x0x+ x20)
x� x0

= lim
x!x0

x2 + x0x+ x
2
0

= 3x20

Alors f est dérivable en tout point x0 2 R; donc f est dérivable sur R:

Propriétés 1.4.1 Soit I un intervalle ouvert, x0 2 I et soit f : I ! R une
fonction.

1. Si f est dérivable en x0, alors elle est continue en x0:

2. Si f est dérivable sur I, alors elle est continue sur I:

Remarque 1.4.1 La réciproque est fausse : par exemple, la fonction va-
leur absolue x! jxj est continue en 0 mais n�est pas dérivable en 0.

1.4.2 Dérivée à droite et à gauche

Dé�nition 1.4.2 1. Si lim
x!
>
x0

f(x)�f(x0)
x�x0 existe et �nie, on dit que f est dé-

rivable à droite de x0. On note alors la dérivée à droite par f 0d(x0):

2. Si lim
x!
<
x0

f(x)�f(x0)
x�x0 existe et �nie, on dit que f est dérivable à gauche de

x0. On note alors la dérivée à gauche par f 0g(x0):

3. f est dérivable =) f 0d(x0) = f
0
g(x0):

Exemple 1.4.2 Soit la fonction f : R! R+

x! jxj
(valeur absolue). On étu-

diant la dérivabilité de f au point x0 = 0; cette fonction peut s�écrire f(x) =(
�x si x � 0
x si x > 0

: Alors,
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1.4. Fonctions dérivables

1. lim
x!
<
0

f(x)�f(0)
x�0 = lim

x!0
�x
x = �1; donc f est dérivable à gauche de 0 et

f 0g(0) = �1:

2. lim
x!
>
0

f(x)�f(0)
x�0 = lim

x!0
x
x = 1; donc f est dérivable à droite de 0 et f

0
d(0) = 1:

3. f n�est pas dérivable au point x0 = 0 car f 0g(0) 6= f 0d(0):

1.4.3 Opérations sur les fonctions dérivables

Propriétés 1.4.2 Soient f; g : I ! R deux fonctions dérivables sur I. Alors
pour tout x 2 I :

1. (f + g)0(x) = f 0(x) + g0(x);

2. (�f)0(x) = �f 0(x) où � est un réel �xé,

3. (f � g)0(x) = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x);

4. ( 1f )
0(x) = � f 0(x)

f(x)2
si f(x) 6= 0;

5. (fg )
0(x) = f 0(x)g(x)�f(x)g0(x)

g(x)2
si g(x) 6= 0:

1.4.4 Dérivée de fonctions usuelles

Le tableau de gauche est un résumé des principales formules à connaître,

x est une variable. Le tableau de droite est celui des compositions, u est une

fonction x! u(x):

1.4.5 Composition

Propriétés 1.4.3 Si f est dérivable en x et g est dérivable en f(x) alors
g � f est dérivable en x de dérivée :

(g � f)0(x) = g0(f(x)):f 0(x):

Corollaire 1.4.1 Soit I un intervalle ouvert, Soit f : I ! J une fonction

dérivable et bijective dont on note f�1 : J ! I la bijection réciproque. Si f 0

12



1.4. Fonctions dérivables

Fig. 1.3 �Dérivée des fonctions usuelles

ne s�annule pas sur I alors f�1 est dérivable et on a pour tout x 2 J :

(f�1)0(x) =
1

f 0(f�1(x))
:

Exercise 1 Démontrer ce corollaire.

1.4.6 Dérivées successives

� Soit f : I ! R une fonction dérivable et soit f 0 sa dérivée.
� Si f 0 est aussi dérivable on note f 00 = (f 0)0 la dérivée seconde de f .

� Plus généralement on note :

f (0) = f; f (1) = f 0; f (2) = f 00; f (3) = f 000; :::; f (n+1) = (f (n))0:

� Si la dérivée ni�eme notée f (n) existe on dit que f est n fois dérivable.

Exemple 1.4.3 Soit la fonction f(x) = x5; f est dé�nie, continue et déri-
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1.4. Fonctions dérivables

vable n fois sur R; En e¤et,

f (1)(x) = 5x4

f (2)(x) = 20x3

f (3)(x) = 60x2

f (4)(x) = 120x

f (5)(x) = 120

f (6)(x) = 0

::::::::::

f (n)(x) = 0;8n � 6:

1.4.7 Formule de Leibniz

Maintenant, nous allons chercher la dérivée ni�eme d�un produit de deux

fonctions en utilisant la formule de Leibniz

(f:g)(n) = f (n):g +

 
n

1

!
f (n�1):g(1) + :::+

 
n

k

!
f (n�k):g(k) + :::+ f:g(n)

où  
n

k

!
= Ckn =

n!

k!(n� k)!

autrement dit :

(f:g)(n) =
nX
k=0

 
n

k

!
f (n�k):g(k):

Exemple 1.4.4 1. Pour n = 1; (f:g)(1) = f 0:g + f:g0:

2. Pour n = 2; (f:g)(2) = f 00g + 2f 0g0 + fg00:

3. Pour n = 3; (f:g)(3) = f (3)g(0) + 3f (2)g(1) + 3f (1)g(2) + f (3)g(0):

14



1.5. Fonctions usuelles

1.4.8 Règle de l�hôspital

Théorème 1.4.1 Soient f; g : I ! R deux fonctions dérivables et soit x0 2 I:
On suppose que :

1. f(x0) = g(x0) = 0:

2. 8x 2 Infx0g; g0(x) 6= 0:

Si

lim
x!x0

f 0(x)

g0(x)
= l

alors

lim
x!x0

f(x)

g(x)
= l:

Exemple 1.4.5 Calculer la limite lim
x!1

x3�1
x�1

* lim
x!1

x3�1
x�1 =

0
0(FI)

* f(x) = x3 � 1; f 0(x) = 3x2

* g(x) = x� 1; g0(x) = 1 6= 0 sur Rr f1g

* lim
x!1

x3�1
x�1 = lim

x!1
f 0(x)
g0(x) = lim

x!1
3x2

1 = 3:

1.5 Fonctions usuelles

1.5.1 Fonction logarithme

Dé�nition 1.5.1 La fonction notée lnx : ]0;+1[ est appelée logarithme na-
turel (népérien)

Propriétés 1.5.1 8a; b > 0 :

1. ln(a� b) = ln a+ ln b;
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1.5. Fonctions usuelles

2. ln( 1a) = � ln a;

3. ln(an) = n ln a; pour tout n 2 N;

4. ln0 x = 1
x ;8x 2 ]0;+1[ et ln(1) = 0:

5. lnx est une fonction continue, strictement croissante et dé�nit une

bijection de [0;+1[ sur R

6. lim
x!+1

lnx = +1; lim
x!0

lnx = �1; lim
x!0

x lnx = 0; lim
x!0

ln(1+x)
x = 1;

7. La fonction ln est concave et lnx � x+ 1 (pour tout x > 0):

8. Le logarithme de base a est donné par loga(x) =
lnx
ln a

9. Pour a = 10, on obtien le logarithme décimal log10(x):

1.5.2 Fonction exponentielle

Dé�nition 1.5.2 La bijection réciproque de ln : ]0;+1[ ! R s�appelle la

fonction exponentielle, notée exp : R! ]0;+1[ :

Propriétés 1.5.2 La fonction exponentielle véri�e les propriétés suivantes :

1. exp(lnx) = x pour tout x > 0 et ln(expx) = x pour tout x 2 R;

2. exp(a+ b) = exp a� exp b;

3. exp(nx) = (expx)n;
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1.5. Fonctions usuelles

4. exp est une fonction continue, strictement croissante,

5. lim
x!�1

expx = 0; lim
x!+1

expx = +1; lim
x!+1

expx
x = +1;

6. La fonction exponentielle est dérivable et exp0 x = expx pour tout x 2 R:
Elle est convexe et expx � 1 + x:

1.5.3 La fonction puissance

Dé�nition 1.5.3 Pour a > 0 et x 2 R; on dé�nit la fonction puissance
(exponentielle) par :

ax = exp(x ln a):

Exemple 1.5.1 1.
p
a = a

1
2 = exp(12 ln a) (la racine carrée de a),

2. n
p
a = a

1
n = exp( 1n ln a) (la racine n

i�eme de a),

Remarque 1.5.1 1. On note aussi expx par ex car ex = exp(x ln e) =

expx;

2. Il ne faut jamais confondre les fonctions x! ax avec x! xa:

1.5.4 Fonctions trigonométriques

Dé�nition 1.5.4 Dans un cercle de rayon r = 1, les fonctions sinus, cosinus
et tangente sont dé�nies comme le rappelle le schéma
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1.5. Fonctions usuelles

Propriétés 1.5.3 1. sin et cos sont de période 2�, tan est de période �:

2. sin et tan sont impaires, cos est paire.

3. (sin)0 = cos, (cos)0 = � sin

4. (tan)0 = 1 + tan2 = 1
cos2

:

1.5.5 Fonctions trigonométriques réciproques

Les fonctions sinx; cosx et tanx sont périodiques et continues sur leurs

domaines de fé�nition. Pour inverser ces fonctions, il est nécéssaire de consi-

dérer leurs restrictions à des intervalles où elles sont monotones.

Dé�nition 1.5.5 1. La restriction de la fonction sinus à I =
���
2 ;

�
2

�
est

continue et strictement croissante telle que sin(I) = [�1; 1] ; elle admet
donc une bijection réciproque notée arcsin : [�1; 1]! I donnée par

8x 2 [�1; 1] ; y = arcsin(x)() y 2 I et sin y = x

2. arcsin(x) signi�e : "Quel est l�arc dont le sinus est x"

3. arcsin est continue, strictement croissante sur [�1; 1] et impaire.

4. (arcsin(x))0 = 1p
1�x2 :
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1.6. Etude de la fonction y=f(x)

Dé�nition 1.5.6 1. La bijection réciproque de la fonction cosx : [0; �]!
[�1; 1] notée arccosx : [�1; 1]! [0; �] est donnée par

8x 2 [�1; 1] ; y = arccos(x)() y 2 [0; �] et cos y = x

2. arccos est continue, strictement décroissante sur [�1; 1] et paire.

3. (arccos(x))0 = � 1p
1�x2 :

Dé�nition 1.5.7 1. La bijection réciproque de la fonction tanx :
���
2 ;

�
2

�
!

R notée arctanx : R!
���
2 ;

�
2

�
est donnée par

8x 2 R; y = arctan(x)() y 2
�
��
2
;
�

2

�
et tan y = x

2. (arctan(x))0 = 1
1+x2

:

1.6 Etude de la fonction y=f(x)

Pour étusier une fonction y = f(x), il faut d�abord déterminer la (où les)

intervalle(s) dans le (les) quelle(s) f(x) a un sens, autrement dit "déterminer

le domaine de dé�nition de f).

Sans oublier l�étude de la parité et de la périodicité pour économiser l�éner-

gie. Puis, on étudie la continuité en utilisant les combinaisons des fonctions

continues.

1.6.1 Etude aux bornes

Bornes �nies x0 : lim
x!x0

f(x) = A

� Si A est �ni : on peut éventuellement prolonger la fonction en x0 (seule-

ment à droite ou à gauche si la limite n�existe qu�à droite ou à gauche).

� Si A est in�ni : asymptote verticale x = x0: L�étude de la limite,

suivant que x ! x+0 ou x ! x�0 ; renseigne sur l�existence d�une ou de

deux branches in�nies.
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1.6. Etude de la fonction y=f(x)

Bornes in�nies lim
x!1

f(x) = A

� Si A est �ni : asymptote horizontale y = A. La position de la courbe
par rapport à cette asymptote peut être trouvée en étudiant le signe de

f(x)�A:
� Si A est in�ni : branche in�nie, séparer éventuellement les cas x! +1
ou x! �1; puis étudier lim

x!1
f(x)
x = a:

� Si a in�ni =) branche parabolique par rapport à yy0
� Si a �ni =) direction asymptotique y = ax. Etudier alors lim

x!1
f(x)�

ax = b

� Si b in�ni =) branche parabolique de direction par rapport
à y = ax

� Si b �ni =) asymptote y = ax+ b:

1.6.2 Calcul de f 0

� f est croissante où décroissante selon le signe de f 0 (f 0 > 0 =) f %
; f 0 < 0 =) f &)

� f 0 s�annule et change de signe alors il y a un extremum (min où max)

� f 0(x) est la pente de la tangente à la courbe en x0:

1.6.3 Calcul de f 00

� f 00 > 0 =) concavité vers les y > 0

� f 00 < 0 =) concavité vers les y < 0

� f 00 s�annule et change de signe =) point d�in�exion (la courbe tra-
verse sa tangente)

Maintenant, dans un tableau dit de variation, nous allons résumer toutes

les informatons obtenues sur la courbe. De plus, on peut chercher d�autres

informations (intersections de la courbe avec les axes et avec les asymptotes,

...).

Finalement, c�est le tracé de la courbe (représentation graphique).
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CHAPITRE 2

Chapitre 2 : Fonction à plusieurs variables

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié les fonctins à une variable.

Pratiquement, ces fonctions ne sont pas adaptées à la modélisation des va-

riations des grandeurs qui dépendent de plusieurs variables. Pour cela, il est

nécessaire d�introduire dans ce chapitre les fonctions à plusieurs variables.

2.1 Dé�nition d�une fonction à plusieurs variables

Dé�nition 2.1.1 Une application dé�nie sur un sous ensemble de Rn et pre-
nant des valeurs réelles est appelée fonction à n variables :

f : Rn ! R

f(x1; x2; :::; xn) 2 R;8x = (x1; x2; :::; xn) 2 Rn:

Exemple 2.1.1 La pression P d�un gaz parfait est une fonction de trois va-

riables, sa température T , son volume V et le nombre de moles N :

P (N;V; T ) =
NRT

V
;R = cte:
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2.2. Continuité

Dé�nition 2.1.2 Si l�on �xe à des valeurs constantes toutes les variables
d�une fonction à plusieurs variables sauf une, on obtient une fonction à une

seule variable, appelée application partielle.

Exemple 2.1.2 Si on �xe le volume V et le nombre des moles N à des

valeurs constantes (V = V0; N = N0), la pression P d�un gaz parfait dépend

uniquement d�une seule variable c�est la température T

P (T ) =
N0RT

V0
; R; V0; N0 = cte:

2.2 Continuité

Dé�nition 2.2.1 � Une fonction f à n variables est dite continue en

x0(x
0
1; x

0
2; :::; x

0
n) si et seulement si : 8x = (x1; x2; :::; xn) et 8" > 0;9�(")

tel que :��x� x01�� < �(")��x� x02�� < �(")
:::::::::::::��x� x0n�� < �(")

9>>>>=>>>>; =)
��f(x1; x2; :::; xn)� f(x01; x02; :::; x0n)�� < ":

� On écrit lim
x!x0

f(x1; x2; :::; xn) = f(x
0
1; x

0
2; :::; x

0
n):

� Si la fonction est continue en chaque point d�un sous ensemble E de R2

on dit qu�elle est continue sur E.

� Si f et g sont deux fonctions à n variables continues en x0, alors :

1. f + g est continue en x0

2. f:g est continue en x0

3. f=g est continue en x0 si g(x0) 6= 0:
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2.3. Dérivées partielles

2.3 Dérivées partielles

2.3.1 Dérivées partielles du premier ordre

Dé�nition 2.3.1 Soit une fonction f à n variables et l�application partielle
obtenue en �xant toutes les variables sauf xk à des constantes (x01; x

0
2; :::; x

0
n):

La dérivée (si elle existe) de l�application partielle au point x0k dé�nie par :

lim
xk!x0k

f(x01; x
0
2; :::; xk; :::; x

0
n)� f(x01; x02; :::; x0k; :::; x0n)
xk � x0k

est appelée dérivée partielle de f au point x0 = (x01; x
0
2; :::; x

0
n) notée

@f

@xk
(x01; x

0
2; :::; x

0
n):

Propriétés 2.3.1 � Une fonction à n variables admet n dérivées par-

tielles du premier ordre par rapport à x1; x2; :::; xn: On note
@f
@xk

la dé-

rivée partielle de f par rapport à xk:

� Les règles de dérivation des fonctions à une variable s�appliquent aussi

aux dérivées partielles. Plus particulièrement on a :

1. @c
@xk

= 0 8k (où c = cte )

2. @xk
@xk

= 1 8k

3. @xk
@xl

= 0 8(k; l) avec k 6= l:

Exemple 2.3.1 Trouver les dérivées partielles d�ordre 1 par rapport à T et
par rapport à V de la pression P d�un gaz parfait

P (T;N; V ) =
NRT

V
:

On calcule la dérivée partielle par rapport à T en considérant N et V comme

des constantes :
@P

@T
=
NR

V
:
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2.3. Dérivées partielles

De la même manière on calcule

@P

@V
=
�NRT
V 2

:

2.3.2 Dérivées partielles d�ordre supérieur

La dérivée partielle de premier ordre d�une fonction f à n variables est

aussi une fonction à n variables. Si les dérivées partielles de @f
@xk

par rapport à

ces variables existent, ces dérivées sont appelées dérivées partielles de second

ordre de la fonction f et sont notées :

1. @
@xl
( @f@xk ) =

@2f
@xl@xk

k 6= l (dérivée mixte)

2. @
@xk
( @f@xk ) =

@2f
@x2k
:

Exemple 2.3.2 Trouver la dérivée partielle d�ordre 2 par rapport à V et la

dérivée mixte d�ordre 2 par rapport à V et T de la pression P d�un gaz parfait.

On a calculé @P
@V =

�NRT
V 2

et @P@T =
NR
V : Alors

1. @2P
@V 2

= @
@V (

�NRT
V 2

) = 2NRT
V 3

:

2. @
@T (

@P
@V ) =

�NR
V 2

; ou de manière équivalente @
@V (

@P
@T ) =

�NR
V 2

: Donc

@

@T
(
@P

@V
) =

@

@V
(
@P

@T
):

Théorème 2.3.1 (Schwartz)
Soit f une fonction de deux variables x et y: Si les dérivées partielles

mixtes de second ordre existent et sont continues, alors :

@

@y
(
@f

@x
) =

@

@x
(
@f

@y
);

et on écrit
@2f

@x@y
=
@2f

@y@x
:

Dé�nition 2.3.2 On appelle matrice hessienne en un point (x0; y0) d�une
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2.3. Dérivées partielles

fonction f à deux variables , la matrice

Q =

 
@2f(x0;y0)

@x2
@2f(x0;y0)
@x@y

@2f(x0;y0)
@x@y

@2f(x0;y0)
@y2

!
=

 
r s

s t

!
:

2.3.3 Extrema d�une fonction à deux variables

Théorème 2.3.2 Soit f une fonction à deux variables x et y. Si f admet un
extremum local en un point (x0; y0) et que f est dérivable par rapport à x et

par rapport à y en x0 et en y0; alors :

@f(x0; y0)

@x
=
@f(x0; y0)

@y
= 0:

Propriétés 2.3.2 Extremum : minimum ou maximum?
On admettra que f est dérivable deux fois. Notons � le déterminant de la

matrice hessienne :

� =

�����
@2f(x0;y0)

@x2
@2f(x0;y0)
@x@y

@2f(x0;y0)
@x@y

@2f(x0;y0)
@y2

�����
=

@2f(x0; y0)

@x2
:
@2f(x0; y0)

@y2
� (@

2f(x0; y0)

@x@y
)2

= rt� s2:

1. Si � > 0 et r = @2f(x0;y0)
@x2

> 0 =) (x0; y0) est un minimum.

2. Si � > 0 et r = @2f(x0;y0)
@x2

< 0 =) (x0; y0) est un maximum.

3. Si � < 0 =) (x0; y0) est un point selle (pas d�extremum).

4. Si � = 0 =) cas indéterminé.

Exemple 2.3.3 Trouver les extrema de la fonction f(x; y) = ax2+by2; (a; b) 2
R2: On a :

1. @f(x;y)
@x = 2ax = 0 =) x = 0

2. @f(x;y)
@y = 2by = 0 =) y = 0
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2.4. Di¤érentielles

alors (0; 0) est un extremum. (minimum ou maximum?). On a :

r = @2f(x0;y0)
@x2

= 2a

t = @2f(x0;y0)
@y2

= 2b

s = @2f(x0;y0)
@x@y = 0

� = rt� s2 = 4ab:

D�où :

1. Si a et b sont positifs, alors r > 0 et � > 0 =) le point (0; 0) est un

minimum,

2. Si a et b sont négatifs, alors r < 0 et � > 0 =) le point (0; 0) est un

maximum,

3. Si a et b sont de signes contraires, alors � < 0 =) il n�existe pas

d�extremum.

2.4 Di¤érentielles

Dé�nition 2.4.1 On appelle di¤ érentielle partielle par rapport à xk d�une
fonction f à n variables, l�expression

@f

@xk
dxk:

Dé�nition 2.4.2 On appelle di¤ érentielle (en physique di¤ érentielle to-
tale ou di¤ érentielle exacte) d�une fonction f à n variables :

df =

nX
i=1

@f

@xi
dxi:

Théorème 2.4.1 Pour qu�une fonction f à n variables soit di¤ érentiable
en un point x0 = (x01; x

0
2; :::; x

0
n); il su¢ t que ses dérivées partielles du pre-

mier ordre existent et soient continues en x0:Une telle fonction f est appelée

régulière.
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2.5. Calcul d�erreur

2.5 Calcul d�erreur

Maintenant, en utilisant la di¤érentielle, nous allons déterminer l�erreur

maximale d�un résultat de calcul faisant intervenir des paramètres expérimen-

taux imprécis.

2.5.1 Erreur absolu

Théorème 2.5.1 Soit f une fonction à n variables, régulière au point x0 =
(x01; x

0
2; :::; x

0
n) avec chaque x

0
i a¤ecté d�une erreur �xi: L�erreur �f induite

par l�imprécision sur les x0i peut être estimée par

j�f j �
nX
i=1

���� @f@xi (x0)
�����x0i

Exemple 2.5.1 Calculer le nombre de moles contenues dans un gaz parfait
maintenu dans un récipient qui mesure 1L avec une précision de 0:5%; à une

pression P = 1atm; déterminée avec une précision de 1% et thermostaté à

300K par un thermostat pouvant être réglé au 1=10 de degré près. On donne

R = 0:08205atm L mol�1K�1:

Le nombre de moles N est donné par

N =
PV

RT

=
1� 1

0:08205� 300
= 0:0406256mol:

On calcule la di¤érentielle

dN =
@N

@P
dP +

@N

@V
dV +

@N

@T
dT

=
V

RT
dP +

P

RT
dV � PV

RT 2
dT:
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2.5. Calcul d�erreur

Donc

�N �
���� VRT

�����P + ���� PRT
�����V + ����� PVRT 2

�����T
� 0:0406256� 0:01 + 0:0406256� 0:005

+0:000135419� 0:1

� 0:000622926mol:

On écrit

N = (0:0406� 0:0006)mol:

La précision est d�environ 1:5%:

2.5.2 Erreur relative et di¤érentielle logarithmique

Le calcul de l�erreur relative �f
f est obtenu facilement par le calcul de la

di¤érentielle logarithmique

d ln jf j = df

f
:

Exemple 2.5.2 Revenant à l�exemple 2.5.1. Nous allons refaire le calcule en
utilisant la di¤érentielle logarithmique

lnN = ln
PV

RT
= lnP + lnV � lnR� lnT:

Alors

d(lnN) =
dP

P
+
dV

V
� dT
T

�N

N
=

���� 1P
�����P + ���� 1V

�����V + ����� 1T
�����T

= 0:01 + 0:005 +
0:1

300
= 0:015

= 1:5%
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2.5. Calcul d�erreur

On remarque qu�on a trouvé le même résultat, mais avec un moyen plus

simple.
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CHAPITRE 3

Chapitre 3 : Calcul intégral et équations di¤érentielles

3.1 Calcul intégral et primitives

L�intégrale d�une fonction f continue sur [a; b] mesure l�air de la portion

du plan comprise entre la courbe y = f(x); l�axe des x et les droites x = a,

x = b et notée
bR
a
f(x)dx: (voir FIG 3.1)

Théorème 3.1.1 Si f : [a; b]! R est continue alors f est intégrable.

3.1.1 Propriétés de l�intégrale

Les trois principales propriétés de l�intégrale sont la relation de Chasles,

la positivité et la linéarité.

Relation de Chasles

Propriétés 3.1.1 Soient a < c < b: Si f est intégrable sur [a; c] et [c; b] ;

alors f est intégrable sur [a; b] : Et on a

bZ
a

f(x)dx =

cZ
a

f(x)dx+

bZ
c

f(x)dx:
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3.1. Calcul intégral et primitives

Remarque 3.1.1 On a :

1.
aR
a
f(x)dx = 0;

2. Pour a < b,
aR
b

f(x)dx = �
bR
a
f(x)dx:

Positivité de l�intégrale

Propriétés 3.1.2 Soit a � b deux réels et f et g deux fonctions intégrables
sur [a; b] : Si f � g alors

bZ
a

f(x)dx �
bZ
a

g(x)dx:

En particulier, si f � 0 alors
bR
a
f(x)dx � 0:

Linéarité de l�intégrale

Propriétés 3.1.3 Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a; b] :

1. f+g est une fonction intégrable et
bR
a
(f+g)(x)dx =

bR
a
f(x)dx+

bR
a
g(x)dx:
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3.1. Calcul intégral et primitives

2. Pour tout réel �; �f est intégrable et on a
bR
a
�f(x)dx = �

bR
a
f(x)dx:

Par ces deux premiers points nous avons la linéarité de l�intégrale :
pour tous réels � et �

bZ
a

(�f(x) + �g(x))dx = �

bZ
a

f(x)dx+ �

bZ
a

g(x)dx:

3. f�g est une fonction intégrable sur [a; b] mais en général
bR
a
(fg)(x)dx 6=

(
bR
a
f(x)dx)(

bR
a
g(x)dx):

4. jf j est une fonction intégrable sur [a; b] et
����� bRaf(x)dx

����� � bR
a
jf(x)j dx:

5. Si f est paire et [��; �] � [a; b] alors

�Z
��

f(x)dx = 2

�Z
0

f(x)dx:

6. Si f est impaire alors
�R
��
f(x)dx = 0:

3.1.2 Primitive d�une fonction

Dé�nition 3.1.1 Soit f : I ! R une fonction dé�nie sur un intervalle quel-
conque I de R: On dit que F : I ! R est une primitive de f sur I si F est

une fonction dérivable sur I véri�ant F 0(x) = f(x) pour tout x 2 I:

Propriétés 3.1.4 Soit f : I ! R une fonction et soit F : I ! R une

primitive de f . Toute primitive de f s�écrit G = F + c où c 2 R:
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3.1. Calcul intégral et primitives

3.1.3 Primitives des fonctions usuelles

Z
x�dx =

x�+1

�+ 1
+ c; � 2 Rnf�1gZ

exdx = ex + cZ
1

x
dx = ln jxj+ cZ

cosxdx = sinx+ cZ
sinxdx = � cosx+ cZ
dx

x+ a
= ln jx+ aj+ cZ

dx

1� x2 =
1

2
ln

����1 + x1� x

����+ c
Z

dx

1 + x2
= arctanx+ cZ

dxp
1� x2

=

(
arcsinx+ c

�
2 � arccosx+ c

sur ]�1; 1[Z
dxp
x2 + 1

= ln(x+
p
x2 + 1) + c:Z

tanxdx = � ln jcosxj+ c
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3.1. Calcul intégral et primitives

Z
u(x)u0(x)dx =

1

2
u2(x) + cZ

u�(x)u0(x)dx =
1

�+ 1
u�+1(x) + cZ

u0(x)

u(x)
dx = ln ju(x)j+ cZ

u0(x)

2
p
u(x)

dx =
p
u(x) + c

3.1.4 Intégrale dé�nies

Dé�nition 3.1.2 Si f est une fonction continue sur I([a; b] � I) et F est une
primitive de f sur I; l�intégrale dé�nie de f entre les bornes d�intégration
a et b est donnée par :

bZ
a

f(t)dt =

bZ
a

F 0(t)dt = [F (t)]ba = F (b)� F (a):

Exemple 3.1.1 1. Pour f(x) = ex; une primitive de f est ex: Donc

1Z
0

exdx = [ex]10 = e
1 � e0 = e� 1:

2. Pour f(x) = x2; une primitive de f est x
3

3 : Donc

1Z
0

x2dx =

�
x3

3

�1
0

=
1

3
:

3.
xR
a
cos tdt = [sin t]t=xt=a = sinx� sin a est une primitive de cos t:
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3.1. Calcul intégral et primitives

3.1.5 Méthodes d�intégration

AnChangement de variable

Soient f : [a; b] ! R une fonction continue et u : [�; �] ! [a; b] une

fonction de dérivée continue et strictement monotone avec(
u(�) = a

u(�) = b:

En e¤ectuant dans l�intégrale
bR
a
f(x)dx le changement de variable x = u(t):

Alors
bZ
a

f(x)dx =

�Z
�

f [u(t)]u0(t)dt:

Exemple 3.1.2 1. Calcul de
R

dx
x2+a2

:

On a
R

dx
x2+a2

= 1
a2

R
dx

x2

a2
+1
= 1

a2

R
dx

(xa)
2
+1
;

on pose t = x
a ; alors x = at et dx = d(at) = adt; donc

1

a2

Z
dx�

x
a

�2
+ 1

=
1

a

Z
dt

(t)2 + 1
=
1

a
arctan(t) + c =

1

a
arctan(

x

a
) + c:

2. Calcul de
1=2R
0

x
(1�x2)3=2dx:

Soit le changement de variable u = 1� x2; donc du = �2xdx:
Pour x = 0; u = 1 et pour x = 1=2; u = 3=4; alors

1=2Z
0

x

(1� x2)3=2
dx =

3=4Z
1

�du
2

(u)3=2
= �1

2

3=4Z
1

u�
3
2du =

h
u�

1
2

i3=4
1
=

2p
3
� 1:
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3.1. Calcul intégral et primitives

Bn Intégration par partie

Théorème 3.1.2 Soit u et v deux fonctions de classe C1 sur un intervalle
[a; b] :

bZ
a

u(x)v0(x)dx = [uv]ba �
bZ
a

u0(x)v(x)dx:

Exemple 3.1.3 Pour calculer
1R
0

xexdx; on pose u(x) = x et v0(x) = ex: Nous

aurons besoin de savoir que u0(x) = 1 et qu�une primitive de v0(x) est ex:

Alors la formule d�intégration par partie donne :

1Z
0

xexdx =

1Z
0

u(x)v0(x)dx

= [u(x)v(x)]10 �
1Z
0

u0(x)v(x)dx

= [xex]10 �
1Z
0

1:exdx

= (1:e1 � 0:e0)� [ex]10
= e� (e1 � e0)

= 1:

Exemple 3.1.4 Calcul de
eR
1

x lnxdx:
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3.1. Calcul intégral et primitives

On pose u(x) = lnx et v0(x) = x; donc u0(x) = 1
x et v(x) =

1
2x
2: Alors

eZ
1

x lnxdx =

eZ
1

u(x)v0(x)dx

= [u(x)v(x)]e1 �
eZ
1

u0(x)v(x)dx

=

�
x2

2
lnx

�e
1

�
eZ
1

x2

2
:
1

x
dx

= (
e2

2
: ln e� e

1

2
ln 1)�

e
1

2

Z
1

xdx

=
e2

2
� 1
2

�
x2

2

�e
1

=
e2

2
� 1
2
(
e2

2
� 1

2

2
)

=
e2 + 1

4
:

3.1.6 Intégrale généralisées

Le résultat suivant est une extension de la dé�nition de l�intégrale dé�nie
bR
a
f(t)dt au cas où b tend vers +1 (et/ou a tend vers �1):

Dé�nition 3.1.3 Soit f une fonction continue 8x > a;

1. Si lim
X!+1

R X
a f(x)dx admet une limite �nie l; cette intégrale généralisée

a donc un sens : on dit qu�elle converge. On pose

+1Z
a

f(x)dx = l:

2. Si lim
X!+1

R X
a f(x)dx n�a pas de limite �nie, alors

R +1
a f(x)dx diverge.
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3.1. Calcul intégral et primitives

Exemple 3.1.5
+1Z
0

e�xdx =?

Nous étudions d�abord l�intégrale

XZ
0

e�xdx =
�
�e�x

�X
0
= �e�X + 1:

Passons à la limite

lim
X!+1

XZ
0

e�xdx = lim
X!+1

(�e�X + 1) = 1:

Cette limite existe, donc l�intégrale converge

+1Z
0

e�xdx = 1:

Exemple 3.1.6
1Z
0

exdx =?

Etudions
XZ
0

exdx = [ex]X0 = e
X + 1:

La limite

lim
X!+1

XZ
0

exdx = lim
X!+1

(eX + 1) = +1:

Donc l�intégrale diverge.

38



3.2. Equations di¤érentielles

3.2 Equations di¤érentielles

3.2.1 Introduction (Equation de Malthus)

Dans l�exemple suivant x désigne le nombre d�individus de la popula-

tion étudiée (population humaine, population bactérienne,...). On considère

x comme un réel. L�hypothèse de base est que si x(t) est la population à

l�instant t, la population à l�instant t+�t où �t est très petit, vaut(
x(t+�t) = x(t) + kx(t)�t

k = cte > 0:

Divisant par �t et passant à la limite quand �t ! 0 on obtient l�équation

di¤érentielle du premier ordre

x0(t) = kx(t)

où x0(t) est la dérivée par rapport à t.

Dé�nition 3.2.1 1. On appelle équation di¤érentielle du premier ordre

l�équation du type

F (x; y; y0) = 0 (3.1)

où y est une fonction inconnue. Résoudre l�équation di¤érentielle (3.1)

consiste à chercher toutes les fonctions y dérivables en x véri�ant cette

équation.

2. On appelle solution sur I � R de l�équation (3.1) toute fonction y : I !
R; x! y(x) telle que

� y est dérivable sur I

� 8x 2 I; F (x; y(x); y0(x)) = 0:

Exemple 3.2.1 Soit l�équation

(
y0 = ky

k 6= 0
; y est une fonction de x.

y0 = y0(x) =
dy

dx
= ky(x)
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3.2. Equations di¤érentielles

=) dy

y
= kdx; y 6= 0

=)
Z
dy

y
=

Z
kdx

=) ln jyj+ c1 = kx+ c2

=) ln jyj = kx+ c; c = c1 + c2

=) y = ekx+c = �ekx; � = ec = cte

Théorème 3.2.1 Existence et unicité d�une solution satisfaisant une
condition initiale.

Soit l�équation di¤érentielle(
F (x; y; y0) = 0

y(x0) = y0:
(3.2)

Il existe une solution unique y de l�équation di¤érentielle (3.2) telle que la

condition initiale y(x0) = y0 est véri�ée.

Exemple 3.2.2 Soit l�équation di¤érentielle(
y0 = ky

y(0) = 2:

La solution de cette équation est y = �:ekx et on a y(0) = 2 alors

y(0) = �ek:0 = � = 2

donc la solution qui véri�ée la condition initiale y(0) = 2 est donnée par

y = 2:ekx:
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3.2. Equations di¤érentielles

3.2.2 Equation di¤érentielle linéaire du premier ordre sans
second membre

Dé�nition 3.2.2 Toute équation di¤érentielle de la forme

y0 = f(x)y

est appelée équation di¤érentielle linéaire du premier ordre sans second membre.

Résolution d�une équation linéaire du premier ordre sans second
membre

y0 = f(x)y =) dy

dx
= f(x)y

=) dy

y
= f(x)dx

=)
Z
dy

y
=

Z
f(x)dx

=) ln jyj =
Z
f(x)dx+ c

=) y = e
R
f(x)dx+c

=) y = �e
R
f(x)dx où � = ec:

Exemple 3.2.3 Résoudre l�équation y0 � xy = 0:

y0 � xy = 0 =) y0 = xy

=) dy

dx
= xy

=) dy

y
= xdx

=)
Z
dy

y
=

Z
xdx
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3.2. Equations di¤érentielles

donc

ln jyj =
1

2
x2 + c =) y = e

1
2
x2+c

=) y = e
1
2
x2 :ec

=) y = �e
1
2
x2 ; � = �ec:

3.2.3 Equation di¤érentielle linéaire du premier ordre avec
second membre

Dé�nition 3.2.3 Toute équation di¤érentielle de la forme

y0 = f(x)y + g(x) (3.3)

est appelée équation di¤érentielle linéaire du premier ordre avec second membre.

Théorème 3.2.2 La solution générale (SGEASM) de l�équation (3.3) est
donnée par

y = y0 + Y

où y0 est la solution générale de l�équation sans le second membre (y0 = f(x)y)

(SGESSM) et Y est la solution particulière de l�équation y0 = f(x)y + g(x):

(SPEASM)

Résolution de l�équation par la méthode de variation de la constante
La solution générale de l�équation (3.3) sans second membre y0 = f(x)y est

y0 = �e
F (x) avec F (x) =

Z
f(x)dx:

Posons

y = SGEASM = �(x)eF (x);
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3.2. Equations di¤érentielles

alors

y0 = �0(x)eF (x) + �(x)f(x)eF (x)

= f(x)�(x)eF (x) + g(x):

Alors

�0(x)eF (x) = g(x) =) �0(x) =
g(x)

eF (x)
= g(x)e�F (x)

=) �(x) =

Z
g(x)e�F (x)dx+ �:

Donc

y = [

Z
g(x)e�F (x)dx+ �]eF (x)

�eF (x)| {z }
y0

+ eF (x)
Z
g(x)e�F (x)dx| {z }
Y

:

Exemple 3.2.4 Soit l�équation linéaire du premier ordre avec second membre
y0 = �y+x2 avec f(x) = �1 et g(x) = x2: On résoud d�abord l�équation sans
second membre y0 = �y: Alors

y0 = SGESSM = �e
R
f(x)dx = �e�x:

D�où

y = SGEASM = �(x)e�x () y0 = �0(x)e�x � �(x)e�x

y0 + y = �0(x)e�x��(x)e�x + �(x)e�x| {z }
0

= g(x) = x2

() �0(x) =
x2

e�x
=) �(x) =

Z
x2exdx:

A l�aide de deux intégrations par parties on obtient

�(x) = ex(x2 � 2x+ 2) +K où K 2 R
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3.2. Equations di¤érentielles

y = SGEASM

= [ex(x2 � 2x+ 2) +K]e�x

= x2 � 2x+ 2| {z }
Y

+Ke�x| {z }
y0

:

3.2.4 Exemples d�autres équations di¤érentielles (non linéaires)

An Equations à variables séparables

Dé�nition 3.2.4 On appelle équation di¤érentielle du premier ordre toute
relation de la forme

b(y)y0 � a(x) = 0

La séparation des variables passe par

b(y)
dy

dx
= a(x):

D�où

a(x)dx = b(y)dy:

La résolution La solution s�obtient par intégration de chaque membre :Z
a(x)dx =

Z
b(y)dy:

Exemple 3.2.5 voir l�exemple y0 = ky.

Exemple 3.2.6 Soit l�équation (1 + x)y0 = (1 + y2):

(1 + x)y0 = (1 + y2)() (1 + x)
dy

dx
= (1 + y2)

() dy

(1 + y2)
=

dx

(1 + x)
; x 6= �1

()
Z

dy

(1 + y2)
=

Z
dx

(1 + x)

() arctan(y) = ln j1 + xj+ c

() y = tan(ln j1 + xj+ c); c 2 R:
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3.2. Equations di¤érentielles

Bn Equation de Bernoulli

Une équation di¤érentielle est dite de Bernoulli si elle est de la forme :(
y0 = f(x)y + g(x)y�

� 6= 0; � 6= 1 et � 2 R
(3.4)

La résolution On a

y0 = f(x)y + g(x)y� () y0

y�
= f(x)

y

y�
+ g(x) = f(x)z + g(x):

On e¤ectue le changement de variable z = y
y� = y

1��; donc

z0 = (1� �)y1���1y0 () z0 = (1� �) y
0

y�

() z0

(1� �) =
y0

y�

() z0

(1� �) = f(x)z + g(x)

() z0 = (1� �)f(x)z + (1� �)g(x)

() z0 = F (x)z +G(x)

c�est une équation di¤érentielle du premier ordre avec second membre que

l�on sait résoudre.

Exemple 3.2.7 Résoudre l�équation

xy0 + y � xy3 = 0; x 6= 0:

xy0 = �y + xy3 () y0 = �y
x
+ y3

c�est une équation de Bernoulli avec

f(x) = �y
x
; g(x) = 1 et � = 3
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3.2. Equations di¤érentielles

y0

y3
= �1

x

y

y3
+ 1() y0

y3
= �1

x

1

y2
+ 1

() y0

y3
= �1

x
y�2|{z}
z

+ 1:

On a z = y�2 alors

z0 = �2y�3y0 () y0

y3
= �1

2
z0

() �1
2
z0 = �1

x
z + 1

() z0 =
2

x
z � 2

c�est une équation linéaire du premier ordre avec second ordre dont la solution

est

z = cx2 � 2x =) y(x) =
�1p

cx2 � 2x
:

3.2.5 Equations di¤érentielles du second ordre

Dé�nition 3.2.5 On appelle équation di¤érentielle du second ordre toute re-
lation de la forme :

8x; F (x; y; y0; y00) = 0

entre la variable x, la fonction y, sa dérivée première y0 et sa dérivée seconde

y00:

An Equations di¤érentielles du second ordre pouvant se ramener au
premier ordre

Propriétés 3.2.1 Toute relation de la forme

8x; F (x; y0; y00) = 0

c�est-à-dire sans y, peut se ramener à deux équations di¤érentielles de premier

ordre.
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3.2. Equations di¤érentielles

En e¤et, en posant z = y0 et z0 = y00; la relation devient :

F (x; z; z0) = 0:

Exemple 3.2.8 Résoudre
y00 + y0 = 0:

En posant z = y0; l�équation devient :

z0 + z = 0:

D�où

dz

dx
= �z () dz

z
= �dx

()
Z
dz

z
= �

Z
dx

() ln jzj = �x+ c1
() z = c2e

�x; c2 = e
c1 :

Or

y =

Z
z(x)dx = c3e

�x + c4:

Bn Equations di¤érentielles linéaires du second ordre à coe¢ cients
constants sans second membre

Dé�nition 3.2.6 Une équation di¤érentielle linéaire du second ordre à coef-
�cients constants sans second membre est dé�nie par l�équation

ay00 + by0 + cy = 0 (3.5)

où a(6= 0); b et c sont des constantes réelles et y une fonction de x:

Dé�nition 3.2.7 Soient y1 et y2 deux fonctions dérivables. On appelleWrons-
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3.2. Equations di¤érentielles

kien la fonction W (y1; y2) associée à y1 et y2 par :

W (y1; y2) =

����� y1 y2

y01 y02

����� = y1y02 � y01y2:
Propriétés 3.2.2 Si y1 et y2 sont deux solutions de l�équation (3.5), et que
le Wronskien est non nul, alors y1 et y2 sont deux solutions linéairement

indépendantes (c�est-à-dire non proportionnelles) (y1 6= ky2):

Propriétés 3.2.3 Si y1 et y2 sont deux solutions linéairement indépendantes
de l�équation (3.5), l�ensemble des solutions du système est donné par

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x)

où c1 et c2 sont deux constantes réelles.

La résolution Véri�ons que les solutions y1 et y2 sont de la forme y = erx:

On en déduit

y0 = rerx; y00 = r2erx:

En les substituant dans l�équation (3.5), on obtient

ar2erx + brerx + cerx = (ar2 + br + c)erx = 0:

Or, erx 6= 0: D�où l�équation caractéristique

ar2 + br + c = 0:

Les solutions y1 et y2 dépendent des racines de cette équation caractéristique.

D�où le calcul du discriminant � = b2 � 4ac:

Premier cas � > 0 : Alors l�équation caractéristique a deux racines

r1 =
�b+

p
�

2a et r2 = �b�
p
�

2a et la solution générale de (3.5) est

y = c1e
r1x + c2e

r2x:
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3.2. Equations di¤érentielles

Deuxième cas � = 0 : Alors l�équation caractéristique a une racine

double r = �b
2a et

y = (c1 + c2x)e
rx:

Troisième cas � < 0 : Alors r1 = � + i� et r2 = � � i� et la solution
de l�équation (3.5) est

y = [c1 sin(�x) + c2 cos(�x)]e
�x:

Exemple 3.2.9 Résoudre l�équation di¤érentielle

y00 + 4y0 = 0: (3.6)

L�équation caractéristique

r2 + 4r = 0() r(r + 4) = 0

() r1 = �4 et r2 = 0

deux racines distinctes donc

y = c1e
�4x + c2:

L�équation (3.6) peut aussi être résolue par le changement de variables : z =

y0:

Exemple 3.2.10 Résoudre l�équation di¤érentielle

y00 + 2y0 + y = 0:

L�équation caractéristique

r2 + 2r + 1 = 0() (r + 1)2 = 0

() r = �1
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3.2. Equations di¤érentielles

une racine double donc

y = (c1 + c2x)e
�x:

Exemple 3.2.11 Résoudre l�équation

2y00 + 2y0 + y = 0:

L�équation caractéristique : 2r2 + 2r + 1 = 0

� = �4 = 4i2 () r =
�2� 2i
4

=
�1� i
2

donc (avec � = �1
2 et � =

1
2)

y = [c1 sin(
x

2
) + c2 cos(

x

2
)]e�

x
2 :

Cn Equations di¤érentielles linéaires du second ordre à coe¢ cients
constants avec second membre

Dé�nition 3.2.8 Une équation di¤érentielle linéaire du second ordre à coef-
�cients constants avec second membre est une équation de la forme :

ay00 + by0 + cy = g(x)

où a; b et c sont des constantes et g(x) est le second ordre.

La résolution par la méthode de variation de la constante La forme

de la solution sans second membre

y0(x) = c1y1(x) + c2y2(x)

on déduit la forme de la solution générale avec second membre en considérant

les constantes comme des fonctions de x. Posons

y(x) = SGEASM = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x)
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3.2. Equations di¤érentielles

où c1 et c2 sont désormais deux fonctions de x. Les fonctions c1 et c2 sont

alors des solutions du système(
c01y1 + c

0
2y2 = 0

c01y
0
1 + c

0
2y
0
2 =

g(x)
a

:

Le déterminant de ce système est le Wronskien qui est non nul (y1 et y2 sont

deux solutions linéairement indépendantes). D�après Cramer, la solution est

unique : 8>>>>>>><>>>>>>>:
c01 =

�������
0 y2

g(x)=a y02

�������
W (y1;y2)

= �1
a

y2g(x)
W (y1;y2)

c02 =

�������
y1 0

y01 g(x)=a

�������
W (y1;y2)

= 1
a

y1g(x)
W (y1;y2)

=)
(
c1 =

�1
a

R y2g(x)
W (y1;y2)

dx

c2 =
1
a

R y1g(x)
W (y1;y2)

dx
:

Exemple 3.2.12 Résoudre l�équation di¤érentielle linéaire du second ordre
avec second membre

y00 � 5y0 + 6y = ex:

� Recherche la SGESSM : y0 de l�équation

y00 � 5y0 + 6y = 0:

L�équation caractéristique :

r2 � 5r + 6 = 0() r1 = 2; r2 = 3

=) y0 = c1e
2x + c2e

3x; c1;2 2 R:

� Recherche de SGEASM : y : En posant y = c1(x)e
2x + c2(x)e

3x avec

51



3.2. Equations di¤érentielles

y1(x) = e
2x; y2(x) = e

3x alors(
c01y1 + c

0
2y2 = 0

c01y
0
1 + c

0
2y
0
2 =

g(x)
a

()
(
c01e

2x + c02e
3x = 0

2c01e
2x + 3c02e

3x = ex
:

En utilisant la méthode de Cramer8>>>>>>><>>>>>>>:
c01 =

�������
0 e3x

ex 3e3x

�������
W (y1;y2)

= �e4x
e5x

= �e�x

c02 =

�������
e2x 0

2e2x ex

�������
W (y1;y2)

= e3x

e5x
= e�2x

()
(

c1 = e
�x + k1

c2 = �1
2e
�2x + k2

:

Alors

y = (e�x + k1)e
2x + (�1

2
e�2x + k2)e

3x

= k1e
2x + k2e

3x| {z }
y0

+
ex

2|{z}
Y

:
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CHAPITRE 4

Chapitre 4 : Méthodes numériques

Soit la valeur expérimentale d�une grandeur y qui dépend d�une autre

grandeur x et que l�on ne connaît pas l�expression analytique de la fonction f

qui relie les deux valeurs. Dans ce cas, quel est le moyen utilisé pour le calcul

des dérivées, calcul d�intégrales ? Dans ce chapitre, a�n de répondre à cette

question, nous allons introduire les méthodes numériques.

4.1 La courbe expérimentale et l�interpolation gra-

phique

Lors d�une expérience, on obtient des résultats expérimentaux présentés

sous la forme d�un tableau dit de correspondance.

Exemple 4.1.1 Soient les résultats expérimentaux donnés sous forme d�un
tableau :

t (min) 1 5 10 15 17 20 30 40

C(t) (mg/l) 24:5 10:30 8:50 7:8 7:70 7:45 7:30 7:25

Ces résultats sont représentés graphiquement par : Fig (4.1)

1. La grandeur C portée sur l�axe des ordonnées est appelée variable à
expliquer, elle varie en fonction de t portée sur l�axe des abscisses qui

53



4.2. Calcul approché de dérivées

Fig. 4.1 �Evolution de C(t) en fonction de t

est appelée variable explicative.

2. Par un tracé continu passant par tous les points expérimentaux, on ob-

tient une courbe dite expérimentale.

3. La lecture sur la courbe expérimentale nous permet de déduire une inter-

polation graphique des données non mesurées sans connaitre l�expression

de C :

� Quelle est la concentration au temps t = 7min? graphiquement, elle

est entre 8 et 9mg=L:

� A quel instant la concentration est-elle de 15mg=L? graphiquement il

est entre 3 et 4min :

4.2 Calcul approché de dérivées

Nous allons donner dans cette section quelques résultats utilisés pour le

calcul approché de la dérivée sans connaitre l�expression analytique de la

fonction f: Ces résultats découlent de la dé�nition de la dérivée d�une fonction

en un point comme étant la pente de la tangente en ce point.

Dé�nition 4.2.1 Si la fonction f est mesurée expérimentalement en deux
points : a et a + h où h est petit, alors la valeur approchée de la dérivée
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4.2. Calcul approché de dérivées

Fig. 4.2 �Valeur approchée de la dérivée

première f 0(a) est donnée par

f(a+h)�f(a)
h

Dé�nition 4.2.2 Si la fonction f est mesurée expérimentalement en deux
points : a� h et a+ h; alors la valeur approchée de la dérivée première f 0(a)
est donnée par

f(a+h)�f(a�h)
2h

Dé�nition 4.2.3 Si la fonction f est mesurée expérimentalement au trois
points : a�h; a et a+h; alors la valeur approchée de la dérivée seconde f 00(a)
est donnée par

f(a+h)�2f(a)+f(a�h)
h2

Exemple 4.2.1 Revenons à l�exemple 4.1.1 :
� C 0(t) = C(t+h)�C(t�h)

2h :

� C 0(10) = C(15)�C(5)
10 ' �0:25mg=L=min; avec h = 5:

� C 0(20) = C(30)�C(10)
20 ' �0:06mg=L=min; avec h = 10:
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4.3. Interpolations

4.3 Interpolations

Maintenant, nous allons donner une estimation de la fonction f en un

point x pour lequel l�expérience n�a pas été réalisée.

4.3.1 Interpolation linéaire

L�interpolation linéaire suppose qu�entre deux points expérimentaux, la

variation est linéaire.

Dé�nition 4.3.1 Si la fonction f est mesurée expérimentalement en deux
points a et a + h; où h et petit. Alors pour a < x < a + h; f(x) est estimée

par :

f(a) + (x� a)f(a+h)�f(a)h

Exemple 4.3.1 (Suite de l�exemple 4.1.1 ). Estimer C(7) par interpolation
linéaire. Pour cela, il su¢ t de connaître la fonction C en deux points a et

a+ h: Soit a < t < a+ h;

C(t) � C(a) + (t� a)C(a+ h)� C(a)
h

On a 5 < 7 < 10; d�où a = 5 et h = 5

C(7) � C(5) + (7� 5)C(10)� C(5)
5

� 9:58mg=L:

4.3.2 Interpolation parabolique

L�interpolation parabolique suppose qu�entre trois points expérimentaux,

la variation est parabolique.

Dé�nition 4.3.2 La fonction f est mesurée expérimentalement en trois points
a� h; a et a+ h où h est petit. Si a� h < x < a+ h; alors f est estimée par

f(a) + (x� a)f(a+h)�f(a�h)2h + (x�a)2
2

f(a+h)�2f(a)+f(a�h)
h2
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4.4. Calcul approché de l�intégrale

Exemple 4.3.2 Estimer C(7) par interpolation parabolique. Dans ce cas, il
su¢ t de connaître la fonction C en trois points : a � h; a et a + h: Soit
a� h < x < a+ h avec a = 10 et h = 5; alors

C(7) � C(10) + (7� 10)C(15)� C(5)
10

+
(7� 10)2

2

C(15)� 2C(10) + C(5)
52

� 9:45mg=L:

4.4 Calcul approché de l�intégrale

Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques méthodes numériques

utilisées pour le calcul approché de l�intégrale d�une fonction f continue et

dé�nie entre deux bornes a et b :
bR
a
f(x)dx: Nous allons appliquer ces méthodes

numériques dans le cas où :

� Le calcul de la primitive de f est impossible ;

� La fonction f est le résultat de mesures expérimentales en quelques

points.

4.4.1 Méthode des rectangles pour deux points

Soit f une fonction mesurée expérimentalement en deux points a et a+h:

Dans ce cas, f sera approchée par la droite parallèle à l�axe des abscisses

d�équation y = f(a): Par conséquent, la surface sous cette droite est un rec-
tangle de bases h et f(a) et d�aire hf(a): Donc on a le résultat suivant

I =
a+hR
a
f(t)dt � hf(a)

4.4.2 Méthode des rectangles pour (n+1) points régulière-
ment répartis

Maintenant, la fonction f est la donnée des mesures expérimentales en (n+

1) points. Ces points sont régulièrement répartis donnés par (a = x0; x1; x2; x3; :::; xn =
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4.4. Calcul approché de l�intégrale

Fig. 4.3 �Méthode des rectangles pour deux points

b); où xi = a+ ih: Entre chaque deux points (xi; xi+1) la fonction f est appro-

chée par une droite parallèle à l�axe des abscisses d�équation y = f(xi): Sous

chaque droite, on obtient un rectangle de bases h et f(xi): Alors l�intégrale

I =
bR
a
f(t)dt est estimée par la somme des aires de ces n rectangles

I � Irec tan gle = hf(a)| {z }
aire du 1errectangle

+ hf(x1) + hf(x2) + :::+ hf(xn�1)| {z }
aire du ni�emrectangle

Donc on a le résultat

I � hff(a) +
n�1P
i=1
f(xi)g

avec h = b�a
n :

Remarque 4.4.1 L�erreur d�estimation est donné par la di¤érence entre la
valeur exacte de l�intégrale notée I et la valeur approchée notée Irec tan gle:

4.4.3 Méthode des trapèzes pour deux points

Considérons la fonction f mesurée expérimentalement en deux points a

et a + h: Par cette méthode, la fonction f est approximée par une droite,

sous cette droite on obtient un trapèze d�une petite base f(a); grande base
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4.4. Calcul approché de l�intégrale

Fig. 4.4 �Méthode des rectangles pour n+1 points

Fig. 4.5 �Méthode des trapèzes pour deux points

f(a + h) et d�un hauteur h. Donc l�intégrale entre a et a + h est estimé par

l�aire de ce trapèze. D�où on a

I =
a+hR
a
f(t)dt � h

2ff(a) + f(a+ h)g
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4.4. Calcul approché de l�intégrale

4.4.4 Méthode des trapèzes pour (n+1) points régulièrement
répartis

La fonction f est mesurée expérimentalement en (n+ 1) points régulière-

ment répartis (a = x0; x1; x2; x3; :::; xn = b): Entre chaque couples de points

(xi; xi+1) on approxime f par une droite. Sous chaque droite on a un trapèze.

L�intégrale I =
bR
a
f(t)dt estimé par la somme des aires de n trapèzes.

Itrap�ezes =
h
2ff(a) + f(b) + 2

n�1P
i=1

f(xi)g

avec h = b�a
n :

Remarque 4.4.2 L�erreur d�estimation est donné par la di¤érence entre la
valeur exacte de l�intégrale notée I et la valeur approchée notée Itrap�ezes:

4.4.5 Méthode de Simpson pour trois points régulièrement
répartis

La fonction f est mesurée expérimentalement en trois points régulièrement

répartis x � h; x et x + h: Comme on a trois points, on peut approximer la
fonction f par un arc de parabole d�équation f(x) = ax2+ bx+ c; où a; b; c

sont à déterminer. Le calcul estimé de l�intégrale I =
x+hR
x�h
f(t)dt est donné par

l�aire sous cette parabole

ISimpson =
h
3ff(x� h) + 4f(x) + f(x� h)g

4.4.6 Méthode de Simpson pour (n+1) points régulièrement
répartis, n pair

La fonction f est mesurée en (n + 1) points régulièrement répartis (a =

x0; x1; x2; x3; :::; xn = b) où n est pair et h = b�a
n : La généralisation du résultat

précédent (pour trois point) nous conduit à estimer l�intégrale I =
bR
a
f(t)dt

60



4.5. Résolution d�équations : Méthode de Newton-Raphson

par

ISimpson =
h
3ff(a) + f(b) + 4

(n�2)=2P
i=0

f(x2i+1) + 2
(n�2)=2P
i=1

f(x2i)g

Remarque 4.4.3 Pour un même h, la méthode de Simpson est plus précise
que la méthode des trapèzes.

4.5 Résolution d�équations : Méthode de Newton-

Raphson

Considérons l�équation f(r) = 0: Par fois la recherche de la solution r de

cette équation par une méthode analytique est impossible. Pour cette raison,

nous allons introduire dans ce paragraphe une méthode numérique (Newton-
Raphson) qui peut rendre cette recherche est plus facile et qui va nous donner
une valeur approchée de cette solution. Pour pouvoir appliquer la méthode de

Newton-Raphson, la fonction f doit être continue, monotone et dérivable
sur l�intervalle étudié.

La méthode :
� Étape 1 : �xer la précision " cherchée sur l�approximation de la solution

r:

� Étape 2 : mettre l�équation sous la forme f(x) = 0

� Étape 3 : calculer f 0(x)

� Étape 4 : choisir graphiquement un point de départ x0
� Étape 5 : calculer x1 = x0 � f(x0)

f 0(x0)

� Étape 6 : comparer jx1 � x0j à " :

1. si jx1 � x0j < " : �n de la procédure r = x0 = x1

2. si jx1 � x0j > " : x1 devient un nouveau point de départ

et on calcule x2 = x1 � f(x1)
f 0(x1)

; puis on compare jx2 � x1j à "; et
on poursuit les itérations en calculant x3; :::; xn+1 jusqu�à ce que

jxn+1 � xnj < ":
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4.5. Résolution d�équations : Méthode de Newton-Raphson

Remarque 4.5.1 � L�algorithme de Newton-Raphson coverge si : f 0(x); f 00(x) 6=
0 et f(x0)f 00(x0) > 0

� x0 est un choix convenable si f 0(x0)f 00(x0) > 0:

Exemple 4.5.1 Résoudre l�équation ln(x) = x� 2 à 10�3 près.

1. la précision recherchée est " = 10�3

2. mettre l�équation sous la forme f(x) = 0 : f(x) = ln(x)� x+ 2 = 0:

3. calculer f 0(x) : f 0(x) = 1
x � 1

4. la courbe f(x) coupe l�axe des abscisses en deux points, l�une est proche

de 0 et l�autre est proche de 3. choisissons un point de départ x0 = 3

5. x1 = 3� f(3)
f 0(3) = 3:147918433

6. jx1 � x0j = 0:147918433 > "; donc x0 devient un nouveau point de

départ

i xi xi+1 = xi � f(xi)
f 0(xi)

jxn+1 � xnj test

0 3 3; 147918433 0; 147918433 > "

1 3; 147918433 3; 146193441 0; 001724992 > "

2 3; 146193441 3; 146193221 2; 2:10�7 < "

D�où r � 3; 146

7. Si on prend un point de départ proche de 0 : x0 = 0; 1; alors on obtient

i xi xi+1 = xi � f(xi)
f 0(xi)

jxn+1 � xnj test

0 0; 1 0; 14473168 0; 04473168 > "

1 0; 14473168 0; 15786436 0; 01313268 > "

2 0; 15786436 0; 15859234 0; 00072799 < "

D�où r � 0; 159
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