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CHAPITRE 1

LChapitre 1 : Fonctions réelles d’une variable réelle

Dans ce chapitre, nous allons rappeler quelques notions de base sur les
fonctions réelles d’une variable réelle : domaine de définition, parité de la

fonction, continuité, dérivabilité, ...

1.1 Généralités

Définition 1.1.1 Soit E une partie non vide de R (& # E C R), ou R est
l’ensemble des nombres réelles. On appelle fonction d’une variable réelle a

valeurs réelles toute application

f: E—-R
z — f(z).

On appelle E domaine de définition de f.

Exemple 1.1.1 1. La fonction inverse f: |—o0,0[U]0,+oo] — R

1
l’—>z

2. La fonction f: R—R
r—2x+1



1.1. Généralités

3. La fonction f: RT - R
T — T

Définition 1.1.2 Le graphe d’une fonction f : E — R est la partie I'y de

R? définie par Ty = {(z, f(z))/z € E}. FIG.

Le graphe d’une fonction

1.1.1 Parité et périodicité

Dans un but d’économie d’énergie, nous allons chercher & réduire au maxi-
mum l’ensemble des valeurs ol il est nécessaire d’étudier une fonction. Soit f
une fonction définie sur I C R, f : I C R — R (I est symétrique par rapport

a Porigine 0)

Définition 1.1.3 — La fonction f est dite paire si f(—x) = f(x),Vz € I.
Graphiquement, f est paire si et seulement si son graphe est symétrique
par rapport o l'axe des ordonnées.

— La fonction f est dite impaire si f(—x) = —f(z),Vz € I. Graphique-
ment, f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par
rapport a l’origine.

— La fonction f est dite périodique s’il existe T > 0 tel que f(x +T) =

f(z). Graphiquement, f est périodique de période T si et seulement si



1.1. Généralités

F1G. 1.1 — Le graphe de x? et x3

Fic. 1.2 — Le graphe de cosinus et sinus

— —
son graphe est invariant par la translation de vecteur T i , ot @ est le

premier vecteur de coordonnées.

Exemple 1.1.2 ~ Les fonctions : ©* — x% & — cos(x) sont paires. FIG

i)
— Les fonctions : x — x3,x — tan(x) sont impaires. FIG .
— Les fonctions sinus cosinus sont 2mw-périodiques. FIG [1.9

1.1.2 Fonction monotone

Définition 1.1.4 Soit f: ECR — R.



1.1. Généralités

— [ est dite croissante (resp. strictement croissante) sur E si :
V(w,y) € B*ra <y = f(z) < f(y)

(resp. ¥(z,y) € F? z<y—=— f(z) < fy)).

— [ est dite décroissante (resp. strictement décroissante) sur E si :
¥(z,y) € B 1w <y = f(z) > f(y)

(resp. ¥(z,y) € B? 1o <y = flz) > fy)).

— [ est monotone (resp. strictement monotone) sur E si elle est
croissante ou décroissante (resp. strictement croissante ou stric-

tement décroissante).

1.1.3 Bijection et fonction réciproque

Soit f : ' — F une fonction, ou E et F' sont deux parties de R.

Définition 1.1.5 — [ est injective si Vz,2' € E, f(z) = f(2') = = =
@
— f est surjective siVy € F,3x € E : y = f(x).
— f est bijective si elle est a la fois injective et surjective, c-a-d : Vy €

F, Az e E:y= f(x).

Propriétés 1.1.1 Si f : E — F est une fonction bijective alors il existe
une unique application g : F — E telle que go f = Idg et fog = Idp. La

fonction g est la bijection réciproque de f notée f~1.

Exemple 1.1.3 Soit la fonction f: R— R , alors on a :
z—2x—1
1. Vxy,29 € R, f(z1) = f(z2) = 221 — 1 = 229 — 1 = 221 = 229 =
x1 = xy ce qui montre que [ est injective.
2. VyeR,f(x):y:Qx—lzy:x:yTﬂER, alors Yy € R,3x €
R: f(x) =y donc f est surjective.
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1.2. Limites

3. f est injective et surjective alors f est bijective, elle admet une bijection
réciproque f~': R — R

y+1
xr — =5

Exemple 1.1.4 Soit la fonction f: R — R | remarquons que pour 1 = 2

SUHCEQ

et o = =2, f(x1) = f(z2) = 4, donc Jx1 # x telles que f(x1) = f(x2) ce
qui justifie que f n’est pas injective.

1.2 Limites

1.2.1 Limite en un point
Soit f: E — R (E C R). Soit z¢p € R un point de E.

Définition 1.2.1 Soitl € R. On dit que f a pour limite | en xg si
Ve >0,da >0,V € E: |z —xg| <a=|f(z) -] <e.

On dit aussi que f tend vers | lorsque x tend vers xg. On note alors
lim f(x) =1 ou bien f(x) — .

T—T0 T—x0

Définition 1.2.2 — On dit que f a pour limite +00 en xg si

VA>0,3a>0,Vzel:|z—xo| <a= f(z)> A

7



1.2. Limites

On note alors lim f(x) = +o0
T—xT0

— On dit que f a pour limite —oo en xg Si
VA>0,3a>0Veel: |z -z <a= f(z) < —-A

On note alors lim f(z) = —o0
T—T0

1.2.2 Limite en ’infini

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de la forme I =
Ja, +oo]

Définition 1.2.3 Soit [ € R.

— On dit que [ a pour limite [ en 400 si
Ve >0,3B>0,Vzr el :x>B = |f(x) -1 <e¢

on note alors lil}rl flz) =1

— On dit que [ a pour limite 400 en +00 si
VA>0,3B>0,Vzel:z>B= f(z)> A

on note alors lim f(x) = 4o0.
T—+00

1.2.3 Opérations sur les limites

Propriétés 1.2.1 Soit f,g: ECR — R, lim f(z) =11, lim g(z) =1
0 z—z0

1. lim [f(z) 4+ g(x)] = L + 2.

T—x0
2. lim A\f(x) = Al
T—x0
3. lim [f(z).9(x)] = l1.lo.
T—T0
flx) _ 1
4o Jim ow = h



1.3. Fonctions continues

Remarque 1.2.1 Il y a des situations ow l'on ne peut rien dire sur les li-
mites. Par ezemple st lim f = 400 et lim g = —oo alors on ne peut a priori
T—T0 T—T0

rien dire sur la limite de f + g (cela dépend vraiment de f et de g). On
raccourci cela en 400 — oo est une forme indéterminée. Voici une liste de

ooOloo

formes indéterminées : +o00 — oo, 0.00, 2, 7, et ooV,

Exemple 1.2.1 1. 111%5:# —1=19.
Tr—

: 3z2 _
2. gllﬂlrré—%2 = +00.

cox—1 _ 0 T (z=1) 1 _ 1
5 lim sy = (D) = i oy = i e = 2

1.3 Fonctions continues

1.3.1 Continuité en un point

Soit I un intervalle de R et soit f : I — R une fonction.

Définition 1.3.1 1. On dit que [ est continue en un point xo € I si
Ve >0,3a>0,Ve € l: |z —x0| <a=|f(z) — f(zo)] <&

autrement dit : si f admet une limite en xo alors lim f(z) = f(xzo).
T—T0

2. On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

3. Intuitivement, une fonction est continue sur un intervalle, si on peut
tracer son graphe « sans lever le crayon », c’est-a-dire si elle n’a pas

de saut

Exemple 1.3.1 1. Les fonctions suivantes sont continues :
2. Une fonction constante sur un intervalle.
3. La fonction racine carrée x — /x sur [0, +o00].
4. Les fonction sinx et cosx sur R.

5. La fonction valeur absolue x — |z| sur R.



1.4. Fonctions dérivables

6. La fonction expx sur R.

7. La fonction Inz sur 0, 4o0].

1.3.2 Opérations sur les fonctions continues

Propriétés 1.3.1 Soient f,g: I — R deux fonctions continues en un point
xg € I. Alors :

1. X\.f est continue en xo (pour tout A € R).
2. f+ g est continue en xy.
3. f X g est continue en xg.

4. Si f#0, alors % est continue en xg.

1.4 Fonctions dérivables

1.4.1 Deérivée d’une fonction

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction. Soit zg €

Définition 1.4.1 1. f est dérivable en xq si le taux d’accroissement
f(@)—f(=zo0)

T—x0
alors le nombre dérivée de [ en xq et est noté f'(xp). Ainsi

Fan) — tim T@) =)

Tr—T0 xr — mo

a une limite finie lorsque x tend vers xg. La limite s’appelle

2. f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point xg de I. La

fonction x — f'(x) est la fonction dérivée de f, elle se note f' ou %.

Exemple 1.4.1 Soit la fonction définie par f(z) = 23 : R — R, on étudie la
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1.4. Fonctions dérivables

dérivabilité de f en zop € R

_ 3.2
lim M —  lim x *o
T—z0 T — Tg T—To T — T(
— lim (x — zo) (2% + zox + :n%)
Tr—XT0 T — '1:0

= lim 2? + oz + 7
Tr—XT0

_ 2
= 3xj

Alors f est dérivable en tout point xg € R, donc f est dérivable sur R.

Propriétés 1.4.1 Soit I un intervalle ouvert, xo € I et soit f : I — R une
fonction.
1. Si f est dérivable en xq, alors elle est continue en xg.

2. Si f est dérivable sur I, alors elle est continue sur I.

Remarque 1.4.1 La réciproque est fausse : par exemple, la fonction va-

leur absolue © — |x| est continue en 0 mais n’est pas dérivable en 0.

1.4.2 Dérivée a droite et a gauche

Définition 1.4.2 1. Si lim %ﬁ(wo) existe et finie, on dit que f est dé-
0

zTo x
rivable & droite de xo. On note alors la dérivée a droite par f)(zo).

2. 5t lim %ﬁgwo) existe et finie, on dit que f est dérivable & gauche de
a:?azo

xo. On note alors la dérivée a gauche par f(zo).

3. f est dérivable = fy(xo) = f, (o).

Exemple 1.4.2 Soit la fonction f : R — R (valeur absolue). On étu-
z — |x]
diant la dérivabilité de f au point xoy = 0, cette fonction peut s’écrire f(x) =

— <0
v S.Z = . Alors,
x st x>0

11



1.4. Fonctions dérivables

1. lim%:g(o) = lim—* = —1, donc f est dérivable a gauche de O et
.7}?0 z—0
£1(0) = —1.

2. limL:g(O) = lim2 =1, donc f est dérivable a droite de 0 et f}(0) = 1.
z—0 T z—07%

>

3. f n'est pas dérivable au point xo =0 car f3(0) # f;(0).

1.4.3 Opérations sur les fonctions dérivables

Propriétés 1.4.2 Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables sur I. Alors
pour tout x € I :

f+9) (@) = f(x) + 4 (2),

M) () = Mf'(x) ou X est un réel fizé,
fxg)(@) = fl(x)g(x) + f(x)g (x),
D(@) = =551 si f(2) # 0,
e

)/(ZE — f’(x)g(o;)(;)];(x)g’(x) s g(a:) ?é 0.

1. (
2. (
3. (
4 (
g (

1.4.4 Dérivée de fonctions usuelles

Le tableau de gauche est un résumé des principales formules & connaitre,
x est une variable. Le tableau de droite est celui des compositions, u est une

fonction = — u(z).

1.4.5 Composition

Propriétés 1.4.3 Si f est dérivable en x et g est dérivable en f(z) alors

go [ est dérivable en x de dérivée :

(g0 f)(z) =g (f(2))-f'(2).

Corollaire 1.4.1 Soit I un intervalle ouvert, Soit f : I — J une fonction

dérivable et bijective dont on note f~1:J — I la bijection réciproque. Si f'

12



1.4. Fonctions dérivables

Fonction Deriveée Fonction Dérivee
x" nx"1l (neZ) um nu'u™1l (neZ)
1 _1 1 _u
x = u uZ
11 1
vV NS v 2Vu
x“ ax® ! (aeR) u” au'u®! (aeR)
e” e* el u'et
1 u
Inx . Inu 0
COSX —sinx cos —u'sinu
sinx cosx sinu u'cosu
tanx 1+tanx = —rl tanu u'(l+tanu) = ﬁ—“.r
COs" X COs* U

F1G. 1.3 — Dérivée des fonctions usuelles

ne s’annule pas sur I alors f~1 est dérivable et on a pour tout x € J :
1

f_l / xr = —-—————.

V= Fw)

Exercise 1 Démontrer ce corollaire.

1.4.6 Dérivées successives

— Soit f : I — R une fonction dérivable et soit f’ sa dérivée.

— Si f’ est aussi dérivable on note f” = (f’)" la dérivée seconde de f.

— Plus généralement on note :
f(O) _ f’ f(l) _ fI, f(2) _ f,lyf(3) _ f”/7 .“7f(n+1) _ (f(n))l

— Si la dérivée ni®™me notée £ existe on dit que f est n fois dérivable.

Exemple 1.4.3 Soit la fonction f(z) = 25, f est définie, continue et déri-

13



1.4. Fonctions dérivables

vable n fois sur R, En effet,

V() = bat
f@z) = 202°
@) = 6022
fB@) = 120z
fOz) = 120
fOz) =0

™ (z) = 0,¥n>6.

1.4.7 Formule de Leibniz

Maintenant, nous allons chercher la dérivée n**™¢ d’un produit de deux

fonctions en utilisant la formule de Leibniz

n _ n n— n
(f.9)™ = f0 g4 ( ) >f<" Dg® 4+ ( . )f( B.g®) + .+ f.g™

ou

autrement dit :

Exemple 1.4.4 1. Pourn=1,(f.9)") = f.g+ f.g'.
2. Pourn=2,(f.9)® = f'g+2f'd + fg".

14



1.5. Fonctions usuelles

1.4.8 Reégle de I’hospital

Théoréme 1.4.1 Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables et soit xg € I.

On suppose que :

1. f(zo) = g(z0) = 0.
2. Vx € I\{zo}, g () #0.

. /@)
x
()
alors )
. T
x3-1
-1
i z—1 T~ ( 7
* f(w)—ﬁc -1 f(fﬂ)—&”f2

1.5 Fonctions usuelles

1.5.1 Fonction logarithme

Définition 1.5.1 La fonction notée Inx : 0, 4+o00[ est appelée logarithme na-

turel (népérien)

Propriétés 1.5.1 Va,b > 0:

1. In(a x b) =Ina+Inb,

15



1.5. Fonctions usuelles

Gvo o

1.
2.
3.

L > N S

In(1) = —Ina,

In(a") =nlna, pour tout n € N,

In'z=1Vze)o,400[ et In(l)=0.

Inz est une fonction continue, strictement croissante et définit une

bijection de [0, +o0[ sur R

lim Inz=+o00, limlnx = —oco, limxlnz =0, lim 20+2) 1,
T——+00 x—0 z—0 z—0 T
La fonction In est concave et Inx <z + 1 (pour tout x > 0).

__Inz

Le logarithme de base a est donné par log,(v) = 3

Pour a = 10, on obtien le logarithme décimal logq(x).

1.5.2 Fonction exponentielle

Définition 1.5.2 La bijection réciproque de In : ]0,4+00[ — R s’appelle la

fonction exponentielle, notée exp : R — ]0, 4o00].

Propriétés 1.5.2 La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes :

exp(lnz) = = pour tout x >0 et In(expx) =z pour tout z € R,
exp(a+b) =expa X expb,

exp(nx) = (expx)",

16



1.5. Fonctions usuelles

¥ expx

C- -

e

4. exp est une fonction continue, strictement croissante,

expT
T

5. lim expzx =0, lim expx =400, lim = 400,
r—+00

T——00 T—+00
6. La fonction exponentielle est dérivable et exp’ © = exp x pour tout x € R.

Elle est convexe et expx > 1+ x.

1.5.3 La fonction puissance

Définition 1.5.3 Pour a > 0 et x € R, on définit la fonction puissance
(exponentielle) par :

a® = exp(zlna).
Exemple 1.5.1 1. \/Ja= a = exp(31na) (la racine carrée de a),

2. {a= an = exp(2Ina) (la racine n'™ de a),

Remarque 1.5.1 1. On note aussi expx par €* car €* = exp(zlne) =

exp x,

2. 1l ne faut jamais confondre les fonctions x — a® avec v — z®.

1.5.4 Fonctions trigonométriques

Définition 1.5.4 Dans un cercle de rayon r = 1, les fonctions sinus, cosinus

et tangente sont définies comme le rappelle le schéma

17



1.5. Fonctions usuelles

tg(a)

Propriétés 1.5.3 1. sin et cos sont de période 2w, tan est de période .
2. sin et tan sont impaires, cos est paire.
3. (sin)! = cos, (cos)! = —sin

4. (tan)’ =1 + tan? = -2

cos?”

1.5.5 Fonctions trigonométriques réciproques

Les fonctions sinz,cosz et tanx sont périodiques et continues sur leurs
domaines de féfinition. Pour inverser ces fonctions, il est nécéssaire de consi-

dérer leurs restrictions a des intervalles ou elles sont monotones.

Définition 1.5.5 1. La restriction de la fonction sinus o I = [_7”, g] est
continue et strictement croissante telle que sin(l) = [—1,1], elle admet

donc une bijection réciproque notée arcsin : [—1,1] — I donnée par
Ve € [-1,1],y = arcsin(z) <=y € [ et siny ==

2. arcsin(z) signifie : "Quel est l’arc dont le sinus est x”

3. arcsin est continue, strictement croissante sur [—1,1] et impaire.

1
1—22°

4. (arcsin(z)) =
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1.6. Etude de la fonction y=f(x)

Définition 1.5.6 1. La bijection réciproque de la fonction cosz : [0, 7] —

[—1,1] notée arccosz : [—1,1] — [0, 7] est donnée par
Vz € [-1,1],y = arccos(z) <=y € [0,7] et cosy ==z

2. arccos est continue, strictement décroissante sur [—1,1] et paire.

1
1—a2’

3. (arccos(z))’ = —

Définition 1.5.7 1. La bijection réciproque de la fonction tan x : ]_7”, %[ —

R notée arctanz : R — ] - g[ est donnée par

Va € R,y = arctan(x) <:>y€]—27r’727[ et tany =

2. (arctan(z)) = ﬁ

1.6 Etude de la fonction y=f(x)

Pour étusier une fonction y = f(x), il faut d’abord déterminer la (ou les)
intervalle(s) dans le (les) quelle(s) f(x) a un sens, autrement dit "déterminer
le domaine de définition de f).

Sans oublier I’étude de la parité et de la périodicité pour économiser 1’éner-
gie. Puis, on étudie la continuité en utilisant les combinaisons des fonctions

continues.

1.6.1 Etude aux bornes

Bornes finies zp: lim f(z) = A
T—T0

— Si A est fini : on peut éventuellement prolonger la fonction en zq (seule-
ment & droite ou a gauche si la limite n’existe qu’a droite ou a gauche).
— Si A est infini : asymptote verticale ©z = xy. L’étude de la limite,
suivant que x — xar ou x — x, renseigne sur 'existence d’une ou de

deux branches infinies.
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1.6. Etude de la fonction y=f(x)

Bornes infinies lim f(z) = A

— Si A est fini : asymptote horizontale y = A. La position de la courbe

par rapport & cette asymptote peut étre trouvée en étudiant le signe de

flx) — A
— Si A est infini : branche infinie, séparer éventuellement les cas + — +oo
B o @)
ou z — —oo, puis étudier lim =~ = a.

r—00

— Si a infini = branche parabolique par rapport a yy/
— Si a fini = direction asymptotique y = az. Etudier alors lim f(z)—
axr =0b o
— Si b infini = branche parabolique de direction par rapport
ay=ax

— Si b fini = asymptote y = ax + b.

1.6.2 Calcul de f/

— [ est croissante ou décroissante selon le signe de f' (f' > 0= f /
7f, <0= f \)
— f/ ’annule et change de signe alors il y a un extremum (min ot max)

— f'(z) est la pente de la tangente & la courbe en xy.

1.6.3 Calcul de f”

— f” > 0 = concavité vers les y > 0
— " < 0 = concavité¢ vers les y < 0
— f"” ’annule et change de signe => point d’inflexion (la courbe tra-
verse sa tangente)
Maintenant, dans un tableau dit de variation, nous allons résumer toutes
les informatons obtenues sur la courbe. De plus, on peut chercher d’autres
informations (intersections de la courbe avec les axes et avec les asymptotes,

).

Finalement, c’est le tracé de la courbe (représentation graphique).
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CHAPITRE 2

Chapitre 2 : Fonction a plusieurs variables

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié les fonctins a une variable.
Pratiquement, ces fonctions ne sont pas adaptées & la modélisation des va-
riations des grandeurs qui dépendent de plusieurs variables. Pour cela, il est

nécessaire d’introduire dans ce chapitre les fonctions & plusieurs variables.

2.1 Définition d’une fonction a plusieurs variables

Définition 2.1.1 Une application définie sur un sous ensemble de R™ et pre-

nant des valeurs réelles est appelée fonction a n variables :
f:R" =R
flx1, e, ...yxy) € R Ve = (21,22, ..., x,) € R"™.

Exemple 2.1.1 La pression P d’un gaz parfait est une fonction de trois va-

riables, sa température T', son volume V et le nombre de moles N :

NRT

P(N,V,T) = —;

, R = cte.
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2.2. Continuité

Définition 2.1.2 Si l'on fize 4 des wvaleurs constantes toutes les variables
d’une fonction a plusieurs variables sauf une, on obtient une fonction & une

seule variable, appelée application partielle.

Exemple 2.1.2 Si on fize le volume V et le nombre des moles N a des
valeurs constantes (V = Vo, N = Ny), la pression P d’un gaz parfait dépend
uniquement d’une seule variable c’est la température T'

_ NoRT

P(T) T,R,%,N{) = cte.

2.2 Continuité

Définition 2.2.1 — Une fonction f a n variables est dite continue en
wo(29, 29, ..., 20) si et seulement si : Vo = (21, T2, ..., Ty) et Ye > 0,In(e)

tel que :

o 9] < (e

z— x| <ne
‘ 2‘ 77( ) — ‘f<$17$27"'7xn> - f(x?’xg7 ,.Tg)‘ <&

~ On éerit  lim f(z1,29,...,7) = f(29,29,...,20).
T—x0

— Si la fonction est continue en chaque point d’un sous ensemble E de R?
on dit qu’elle est continue sur E.

- 51 f et g sont deux fonctions a n variables continues en xg, alors :

1. f+ g est continue en xg
2. f.g est continue en xg

3. f/g est continue en xo si g(zg) # 0.
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2.3. Dérivées partielles

2.3 Dérivées partielles

2.3.1 Dérivées partielles du premier ordre

Définition 2.3.1 Soit une fonction f a n variables et lapplication partielle

obtenue en fizant toutes les variables sauf x) a des constantes (29,29, ...,29).

La dérivée (si elle existe) de application partielle au point mg définie par :

0 .0 0 0 .0 0 0
lim f(a?, 29,y @y ooy ) — f27, 29, .., 20, ., 2p)
xkﬂxg :ck—a:,(g

est appelée dérivée partielle de f au point xg = (a:(f,azg, ey 20) notée

Propriétés 2.3.1 — Une fonction o n variables admet n dérivées par-
tielles du premier ordre par rapport & x1,x3, ..., Tn. On note é% la dé-
rivée partielle de f par rapport & xy.

— Les régles de dérivation des fonctions a une variable s’appliquent aussi

aux dérivées partielles. Plus particuliérement on a :
1.%:0 Yk (ou ¢ = cte )
2. 9% — 1 vk

oxy,

3. 8 =0 (k1) avec k # 1.

Exemple 2.3.1 Trouver les dérivées partielles d’ordre 1 par rapport o T et

par rapport o V de la pression P d’un gaz parfait

NRT

P(T.N,V) =~

On calcule la dérivée partielle par rapport & T en considérant N et V' comme

des constantes :
oP NR

or ~ v
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2.3. Dérivées partielles

De la méme maniére on calcule
9P  —NRT
ov. - V2
2.3.2 Dérivées partielles d’ordre supérieur

La dérivée partielle de premier ordre d’une fonction f & n variables est
aussi une fonction & n variables. Si les dérivées partielles de % par rapport a
ces variables existent, ces dérivées sont appelées dérivées partielles de second

ordre de la fonction f et sont notées :

P 32 Lo, .
1. 6%1(87];) - Mlaj;k k # 1 (dérivée mixte)

= .
Oxy

Exemple 2.3.2 Trouver la dérivée partielle d’ordre 2 par rapport a V' et la

dérivée mixte d’ordre 2 par rapport a V etT' de la pression P d’un gaz parfait.

s OP _ —NRT 9P _ NR
On a calculé gy, = =35~ et gy = 7. Alors
1 2P i(fNRT) __ 2NRT
T ovZ T 9 V2 - Vs o
0 (0 _ —=NR S Srn i 0 (0P _ =NR
2. g7(5v) = =, ou de manicre équivalente - (5p) = = Donc

o or o op
or ov’ —ov or”
Théoréme 2.3.1 (Schwartz)

Soit f une fonction de deuzr variables x et y. Si les dérivées partielles

mixtes de second ordre existent et sont continues, alors :

o of o of

877;(%) ~ oz @)a
et on écrit
82f _ 82f
0xdy  Oyox’

Définition 2.3.2 On appelle matrice hessienne en un point (xo,yo) d’une
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2.3. Dérivées partielles

fonction f & deux variables , la matrice

9*f(wo,y0) 82 f(z0,y0)
Q _ Oz2 dzdy _ r.s
22 f(zo,y0) 9% f(x0,0) t |

9y Y2 §

2.3.3 Extrema d’une fonction a deux variables

Théoréme 2.3.2 Soit f une fonction a deux variables x ety. St f admet un
extremum local en un point (xg,yo) et que f est dérivable par rapport o x et
par rapport & y en xg et en yo, alors :

df(@o,y0) _ 9f(xo,yo)

Ox - oy =0

Propriétés 2.3.2 Extremum : minimum ou maximum ?
On admettra que f est dérivable deux fois. Notons A le déterminant de la

matrice hessienne :

22 f(zo,m0)  9%f(z0,y0)

_ Ox2 0z0
A = 9% f(0,90) 32f(9002:’y0)
0x0y oy?
_ O*f(w0,90) 9*f(z0,90) (32f($0,y0))2
ox2 0y Oxdy
= rt— s>

2
1. SiA>0etr= % >0 = (w0, y0) est un minimum.
2
2. SiIA>0etr= % < 0= (w0, y0) est un mazximum.
3. Si A < 0= (xo,y0) est un point selle (pas d’extremum).

4. St A =0= cas indéterminé.

Exemple 2.3.3 Trouver les extrema de la fonction f(x,y) = ax?+by?, (a,b) €
R2. On a :
1. %zanzOzﬂnzO

9 )
2. LD —ohy =0 =y =0
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2.4. Différentielles

alors (0,0) est un extremum. (minimum ou mazximum ?). On a :

_ 9%f(zo,90) _
T = QT = 2a
_ 9%f(zoyo) _
8= 8x§y =0

A =rt — s = 4ab.
D’ou :
1. Sia et b sont positifs, alors r > 0 et A > 0 => le point (0,0) est un
minimum,
2. Si a et b sont négatifs, alors r < 0 et A > 0 => le point (0,0) est un
mazximum,

3. Si a et b sont de signes contraires, alors A < 0 = il n’existe pas

d’extremum.

2.4 Différentielles

Définition 2.4.1 On appelle différentielle partielle par rapport & xj, d’une
fonction f an variables, I’expression

of

——dxy.

a.%'k Tk
Définition 2.4.2 On appelle différentielle (en physique différentielle to-

tale ou différentielle exacte) d’une fonction f a n variables :
df = ——dux;.

Théoréme 2.4.1 Pour qu’une fonction f & n variables soit différentiable

en un point xg = (29,29, ..., 20

), il suffit que ses dérivées partielles du pre-
mier ordre existent et soient continues en xq.Une telle fonction f est appelée

réguliére.
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2.5. Calcul d’erreur

2.5 Calcul d’erreur

Maintenant, en utilisant la différentielle, nous allons déterminer ’erreur
maximale d’un résultat de calcul faisant intervenir des parameétres expérimen-

taux imprécis.

2.5.1 Erreur absolu

Théoréme 2.5.1 Soit f une fonction a n variables, réguliére au point o =
(29,29, ...,20) avec chaque z9 affecté d'une erreur Ax;. L'erreur Af induite

par limprécision sur les x? peut étre estimée par

f
ox;

Exemple 2.5.1 Calculer le nombre de moles contenues dans un gaz parfait
maintenu dans un récipient qui mesure 1L avec une précision de 0.5%, a une
pression P = latm, déterminée avec une précision de 1% et thermostaté a
300K par un thermostat pouvant étre réglé au 1/10 de degré prés. On donne
R = 0.08205atm L mol 'K—1.

Le nombre de moles N est donné par

PV
RT
1x1

0.08205 x 300
= 0.0406256mol.

N =

On calcule la différentielle

ON ON ON
dN = 8—PdP + de + 8—TdT
|4 PV
= —dP+ — T.
RTd * RTdV RT2d
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2.5. Calcul d’erreur

Donc
1% P PV
AN < |—| AP+ |—| AV + |———| AT
= ‘RT * 'RT +‘ RT?
< 0.0406256 x 0.01 + 0.0406256 x 0.005
4-0.000135419 x 0.1
< 0.000622926mol.
On écrit

N = (0.0406 + 0.0006)mol.

La précision est d’environ 1.5%.

2.5.2 Erreur relative et différentielle logarithmique

Le calcul de ’erreur relative % est obtenu facilement par le calcul de la

différentielle logarithmique

dln|f:Cj{.

Exemple 2.5.2 Revenant a 'exemple|2.5.1l Nous allons refaire le calcule en

utilisant la différentielle logarithmique

PV
N = In-—
. " RT

= ImnP+InV-InR—-—InT.

Alors dP dv dT

d(lnN):?+7*?

AN 1 1 1

~ = ‘P‘AP+’V‘AV+’—T‘AT
= 001+0005+£
- ’ 300
= 0.015
= 1.5%
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2.5. Calcul d’erreur

On remarque qu’on a trouvé le méme résultat, mais avec un moyen plus

simple.
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CHAPITRE 3

LChapitre 3 : Calcul intégral et équations différentielles

3.1 Calcul intégral et primitives

L’intégrale d’une fonction f continue sur [a,b] mesure I'air de la portion

du plan comprise entre la courbe y = f(x), Paxe des z et les droites z = a,
b

z = b et notée [f(z)dx. (voir FIG
a

Théoréme 3.1.1 Si f : [a,b] — R est continue alors f est intégrable.

3.1.1 Propriétés de ’'intégrale

Les trois principales propriétés de 'intégrale sont la relation de Chasles,
la positivité et la linéarité.
Relation de Chasles

Propriétés 3.1.1 Soient a < ¢ < b. Si f est intégrable sur |a,c] et [c,b],

alors f est intégrable sur [a,b]. Et on a

7f(:c)dx - ]f(:z:)dm + 7f(:p)daz.

a C
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3.1. Calcul intégral et primitives

Remarque 3.1.1 On a :

1. [f(z)dz =0,

a

2. Pour a < b, jf(m)dm = —jf(a;)d:v.
b

a

Positivité de ’intégrale

Propriétés 3.1.2 Soit a < b deux réels et f et g deux fonctions intégrables

sur la,b]. Si f < g alors

7f(w)dw < 79(36)6190-

b
En particulier, si f > 0 alors [ f(z)dz > 0.
a

Linéarité de ’intégrale
Propriétés 3.1.3 Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a,b].

b b b
1. f+g est une fonction intégrable et [(f+g)(x)dz = [ f(z)dz+ [g(z)dz.
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3.1. Calcul intégral et primitives

b b
. Pour tout réel A\, \f est intégrable et on a [Af(z)dx = A[ f(x)dx.

a
Par ces deur premiers points nous avons la linéarité de l’intégrale :

pour tous réels \ et

b b

JO@) + ngla)da - A/bf@c)dx +u [ g(a)da.

a a

b
. [ x g est une fonction intégrable sur [a,b] mais en général [(fg)(x)dz #

b b

(Jf (w)dx)([g(x)dz).

a a

. |f| est une fonction intégrable sur [a,b] et

. 51 f est paire et [—a, a] C [a,b] alors

7 f()dz = 27 f(x)dz.
—Q 0

6. Si f est impaire alors [ f(z)dz = 0.

—

3.1.2 Primitive d’une fonction

Définition 3.1.1 Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle quel-

conque I de R. On dit que F' : I — R est une primitive de f sur I si F est

une fonction dérivable sur I vérifiant F'(x) = f(x) pour tout x € I.

Propriétés 3.1.4 Soit f : I — R une fonction et soit F : I — R une
primitive de f. Toute primitive de f s’écrit G = F + ¢ ot c € R,
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3.1. Calcul intégral et primitives

3.1.3 Primitives des fonctions usuelles

/xadm
/exdm

1
/dm

T
/cosa:dx
/sinmdm

/ dx
T +a

/ dx
1 — 22

/ dx B
1+22

=

/ dzx
vz +1

/ tanzdr =

xa—i—l
= o7 +c,a € R\{-1}

a+1

= e"+c

= Inlz|+c

= sinz+c

= —cosx+c
= Injz+a|l+c

1

1
_ ln‘ +x

l1—=z

2

arctanx + ¢

{ arcsinz + ¢

% —arccosz + ¢

In(z+ Va2 +1)+c.

—In|cosz| + ¢
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3.1. Calcul intégral et primitives

/u(x)u/(x)dx = %u2($)+c

/uo‘(m)u’(a:)dw = a—lkluaﬂ(x) +c
v (@) = Inju(z)| +c
[EHa = )+

v(z) = Vu(z)+ec
/2\/u(33)dx N (=) +

3.1.4 Intégrale définies

Définition 3.1.2 Si f est une fonction continue sur I([a,b] C I) et F' est une
primitive de f sur I, Uintégrale définie de f entre les bornes d’intégration

a et b est donnée par :

b b
/ F()dt = / F(t)dt = [F()]! = F(b) — F(a).

Exemple 3.1.1 1. Pour f(z) = €*, une primitive de f est e*. Donc

1
/ezda::[ez](l):el—eoze—l.
0

2. Pour f(z) = x2, une primitive de f est I—; Donce

1 311
2 z
ider = |—=| =3

/ [3]0 3

0

x
3. [costdt = [sint]'=" = sinz — sina est une primitive de cost.
a
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3.1. Calcul intégral et primitives

3.1.5 Meéthodes d’intégration
A\Changement de variable

Soient f : [a,b] — R une fonction continue et u : [a, 5] — [a,b] une

fonction de dérivée continue et strictement monotone avec

ula) =a
u(B) = b,
b
En effectuant dans lintégrale [ f(z)dz le changement de variable z = u(t).

Alors

b B
[ f@yis = [ fluto)u @

Exemple 3.1.2 1. Calcul de [ xrflﬁ.

Onafd:rzl d:rzlj‘ dx

z24a2 T d? % a? (%)2“’
on poset =%, alors x =at et dr = d(at) = adt, donc
1 dx 1 dt 1 1 T
) x27 = a 271 = a arctan(t) +c = a arctan(a) + c.
a* ) ()" +1 ()" +
1/2
2. Calcul de bf W(ix.
Soit le changement de variable w = 1 — 22, donc du = —2zdz.

Pour x = 0,u =1 et pour z =1/2,u = 3/4, alors

1/2 3/4 3/4 )
e Lo 2
0/(1—x2)3/2dx1/(u)3/2 2 l/u Pdu = {u 2}1 V3 L
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3.1. Calcul intégral et primitives

B\ Intégration par partie

Théoréme 3.1.2 Soit u et v deux fonctions de classe C' sur un intervalle

[a, b] .
b b
/u(m)v'(m)dm = [uv}z - /u'(:ﬂ)v(m)dm

Exemple 3.1.3 Pour calculer [ze*dz, on pose u(z) =z et v'(x) = €. Nous
0
aurons besoin de savoir que u'(xr) = 1 et qu’une primitive de v'(x) est €”.

Alors la formule d’intégration par partie donne :

1

/ ve'dr = ]u(m)v’(az)d:n
0

0

Exemple 3.1.4 Calcul de [zInzdz.
1

36



3.1. Calcul intégral et primitives

On pose u(z) =Inz et v'(z) = z, donc v'(z) = L et v(z) = 122, Alors

e

/a: In zdx

3.1.6 Intégrale généralisées

Le résultat suivant est une extension de la définition de l'intégrale définie

[ f(#)dt au cas ou b tend vers +oco (et/ou a tend vers —oo).

Définition 3.1.3 Soit f une fonction continue Vr > a,

1. Si lim f;( f(z)dz admet une limite finie I, cette intégrale généralisée

X—+4o0

a donc un sens : on dit qu’elle converge. On pose

+00
/ fx)dw = 1.

2. Si lim f(;X f(z)dz n'a pas de limite finie, alors fjoo f(z)dx diverge.

X—+4o0
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3.1. Calcul intégral et primitives

Exemple 3.1.5

+oo
/ e *dx =7
0

Nous étudions d’abord l'intégrale

Passons a la limite
X
lim e %dr= lim (—e X +1)=1.

X ——+o00 X ——+o00
0

Cette limite existe, donc l’intégrale converge

+o0

/ e dx = 1.
0
Exemple 3.1.6
[e.¢]
/ezdaz =?
0
Etudions
X
/exda: = [em]é( =X +1
0
La limite
X
lim e*dr = lim (e® +1) = 4oo0.
X —-+4o00 X—4o00
0

Donc l'intégrale diverge.
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3.2. Equations différentielles

3.2 Equations différentielles

3.2.1 Introduction (Equation de Malthus)

Dans I'exemple suivant = désigne le nombre d’individus de la popula-
tion étudiée (population humaine, population bactérienne,...). On considére
x comme un réel. L’hypothése de base est que si x(t) est la population a

Iinstant ¢, la population & l'instant ¢ + At ou At est trés petit, vaut

x(t + At) = z(t) + kx(t)At
k = cte > 0.

Divisant par At et passant a la limite quand At — 0 on obtient I’équation

différentielle du premier ordre
2/ (t) = kx(t)
ou z'(t) est la dérivée par rapport a t.

Définition 3.2.1 1. On appelle équation différentielle du premier ordre
l’équation du type
F(x,y,y') =0 (3.1)

ou y est une fonction inconnue. Résoudre [’équation différentielle
consiste a chercher toutes les fonctions y dérivables en x vérifiant cette
équation.

2. On appelle solution sur I C R de I’équation toute fonctiony : I —
R,z — y(x) telle que
— y est dérivable sur 1
- Vo eI, F(z,y(x),y(x)) =0.

k
Exemple 3.2.1 Soit l’équation { z 40 4 , Yy est une fonction de x.



3.2. Equations différentielles

d
:>—y:/€dw,y7é0

Y
d
:>/y—/kda:
Y
= Inly|+c1 =kz+c
= Inly|=kzr+c,c=c1+c
kx+c

—gy=ce = XefT X = e = cte

Théoréme 3.2.1 Existence et unicité d’une solution satisfaisant une
condition initiale.

Soit I’équation différentielle

{ F(z,y,y') =0 (3.2)

y(To) = Yo

1l existe une solution unique y de ’égquation différentielle telle que la

condition initiale y(zo) = yo est vérifiée.

Exemple 3.2.2 Soit [’équation différentielle
y' =ky
{ y(0) = 2.
La solution de cette équation est y = \.e*® et on a y(0) = 2 alors
y(0) = X0 =X =2
donc la solution qui vérifiée la condition initiale y(0) = 2 est donnée par

y = 2.e".
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3.2. Equations différentielles

3.2.2 Equation différentielle linéaire du premier ordre sans

second membre

Définition 3.2.2 Toute équation différentielle de la forme

est appelée équation différentielle linéaire du premier ordre sans second membre.

Résolution d’une équation linéaire du premier ordre sans second

membre
/o= Jay= =
dy = f(z)dx

Y
o= from

In|y| = /f(a:)dat—i—c
y = eff(:p)dm—l-c

el

Y= Nel T@dz o\ = e,
Exemple 3.2.3 Résoudre [’équation y' — zy = 0.

Y-y = 0=y =uaxy
dy
dx
dy

= zdx

Y
d
/y—/xdx
Y

I
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3.2. Equations différentielles

donc
Inly| = %ﬁ te=y= ez e
= y= e2% ¢f
= y= )\e%xz, A = £ef.

3.2.3 Equation différentielle linéaire du premier ordre avec

second membre

Définition 3.2.3 Toute équation différentielle de la forme

y' = f(x)y+g(z) (3-3)
est appelée équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre.

Théoréme 3.2.2 La solution générale (SGEASM) de ['équation est
donnée par
y=y +Y

ot Yo est la solution générale de I’équation sans le second membre (y = f(x)y)
(SGESSM) et Y est la solution particuliére de l’équation y' = f(z)y + g(z).
(SPEASM)

Résolution de I’équation par la méthode de variation de la constante

La solution générale de 1’équation (3.3) sans second membre y' = f(x)y est

yo = Xel'@  avec F(z) = /f(x)dx

Posons
y = SGEASM = \(x)el"®),
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3.2. Equations différentielles

alors
Yy = N(@)el'® 4 \a)f(z)el@
= fl@)A(2)ef @ 1 g(a).
Alors
T —F(x
N(@)e"® = g(z) = N(2) = fp(@)) = g(a)e "
= Ax)= /g(:c)eF(m)dx + 8.
Donc
v = ([ gla)e o 1 el
BeF@) 4  F(@) /g(m)eF(‘r)da;.
——
Yo ~~
Y

Exemple 3.2.4 Soit [’équation linéaire du premier ordre avec second membre
y = —y+2? avec f(z) = —1 et g(x) = 2. On résoud d’abord I’équation sans

second membre y = —y. Alors
yo = SGESSM = Xel /@dz — \e=2.

Dot
y=SGEASM = \z)e ™™ <=y = N(x)e ™ — Az)e ™

vy +y=N@e "-ANa)e "+ ANz)e " =g(x) ==z
0

2
— N(z) = N ANz) = /xQemdaj.
e*il?
A laide de deuz intégrations par parties on obtient

Mz)=e*(2?—224+2)+ K ou KeR
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3.2. Equations différentielles

y = SGEASM
= [e(x® — 20 +2)+ Kle™®
_ 2 —x
= x°—-2x+2+ Ke "

Y Yo

3.2.4 Exemples d’autres équations différentielles (non linéaires)
A\ Equations a variables séparables

Définition 3.2.4 On appelle équation différentielle du premier ordre toute

relation de la forme
b(y)y' —a(z) =0

La séparation des variables passe par

b(y) 3 = a(z).

D’on
a(x)dx = b(y)dy.

La résolution La solution s’obtient par intégration de chaque membre :

/ a(z)dz = / b(y)dy.

Exemple 3.2.5 voir l'ezemple 1y’ = ky.
Exemple 3.2.6 Soit I’équation (1 + x)y’ = (1 + y?).

Qta)y = (497 e 1+0)2 =1+

dx
dy dx

0+ Oxa)®7 !

/ (1 iyw - / <1C—lfx>

arctan(y) = In|1 + z| + ¢

1111

y=tan(ln|l 4+ z| +¢c),c € R.
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3.2. Equations différentielles

B\ Equation de Bernoulli

Une équation différentielle est dite de Bernoulli si elle est de la forme :

! (e
a#0,a#letaeR
La résolution On a
;o a y y _
y' = f@)y+g(@)y* < i f(w)yq +9(z) = f(z)z + g(2).
On effectue le changement de variable z = y% = y'=2 donc
y/
7= (l-—ay ol ==01- )=
Yy
Z/ B yl
(I—a) oy~
Z/
= f(z)z 4+ g(x)

[0 I A

c’est une équation différentielle du premier ordre avec second membre que

I’on sait résoudre.
Exemple 3.2.7 Résoudre I’équation
zy +y—axyd=0,2#0.

xy'z—y—l—xyg(:)y’:—%—i-y?’

c’est une équation de Bernoulli avec
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3.2. Equations différentielles

! 1 ! 11
T R
Yy Ty Yy ry

y/
= S=——y’+1
Y T~~~
z
On a z=1y"2 alors
/
’ 3.1 ) 1,
Z = =2 = o =—zz
Yoy A= 5
= —==—-—z+1
= J="z-2

c’est une équation linéaire du premier ordre avec second ordre dont la solution

est
+1

Ver? — 2z

z=cx? — 2z = y(z) =

3.2.5 Equations différentielles du second ordre

Définition 3.2.5 On appelle équation différentielle du second ordre toute re-

lation de la forme :
Vo, F(z,y,y,y") =0

entre la variable x, la fonction y, sa dérivée premicre y' et sa dérivée seconde
/!

Y.

A\ Equations différentielles du second ordre pouvant se ramener au

premier ordre

Propriétés 3.2.1 Toute relation de la forme
Va, F(z,y',y") =0

c’est-a-dire sans y, peut se ramener 4 deux équations différentielles de premier

ordre.
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3.2. Equations différentielles

En effet, en posant z = ¢/ et 2/ = 9", la relation devient :
F(x,2,2') = 0.

Exemple 3.2.8 Résoudre
y// + y/ — 0

En posant z = v/, l’équation devient :

Z4+2=0
D’ou
dz dz
— = 2= —=—dz
dx z
d
— Z:—/dx
z
< hjzl=—-2+ac
— z=-cge F,cg =€,
Or

Yy = /z(:c)dx =c3e”  + 4.

B\ Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients

constants sans second membre

Définition 3.2.6 Une équation différentielle linéaire du second ordre & coef-

ficients constants sans second membre est définie par l’équation
ay” +by +cy=0 (3.5)
ot a(# 0),b et c sont des constantes réelles et y une fonction de x.

Définition 3.2.7 Soienty; et yo deux fonctions dérivables. On appelle Wrons-
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3.2. Equations différentielles

kien la fonction W (y1,y2) associée a y1 et ya par :

Yy Y2

Y1 Yo

W(y1,y2) = = Y1y — Y1 Y2

Propriétés 3.2.2 Si y1 et ys sont deux solutions de l’équation , et que
le Wronskien est non nul, alors y1 et yo sont deux solutions linéairement

indépendantes (c’est-a-dire non proportionnelles) (y1 # kyz).

Propriétés 3.2.3 Siy;1 et yo sont deux solutions linéairement indépendantes

de ’équation , l’ensemble des solutions du systéme est donné par

y(x) = c1yr(z) + caya(z)

ol c1 et ¢y sont deux constantes réelles.

La résolution Vérifions que les solutions y; et yo sont de la forme y = €"*.
On en déduit

/

/!
y =rey" = rle™.

En les substituant dans I’équation , on obtient
ar®e™ +bre™ + ce™ = (ar? + br + c)e™ = 0.
Or, €™ #£ 0. D’ou I’équation caractéristique
ar’ 4 br+c¢=0.

Les solutions y; et y2 dépendent des racines de cette équation caractéristique.

D’ot le calcul du discriminant A = b2 — 4ac.

Premier cas A > 0 : Alors ’équation caractéristique a deux racines
ry = % et ro = —bg(;/Z et la solution générale de li est

y = c1e* + coe”?”.
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3.2. Equations différentielles

Deuxiéme cas A = 0 : Alors ’équation caractéristique a une racine
—=b
double r = 5 et

y = (c1 + cox)e’™.

Troisiéme cas A < 0: Alors r; = a+if et 19 = a — i3 et la solution

de I’équation est
y = [c18in(Bx) + co cos(Bx)]e™”.
Exemple 3.2.9 Résoudre [’équation différentielle
y" + 4y = 0. (3.6)
L’équation caractéristique

2 rdr = 0<=r(r+4)=0

< ri1=—4et 10o=0
deuz racines distinctes donc
y=cre ¥+ co.

L’équation (@ peut aussi étre résolue par le changement de variables : z =
/

Y.
Exemple 3.2.10 Résoudre l’équation différentielle
y'+2y +y=0.

L’équation caractéristique

rP42r+l = 0= (r+1)2=0
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3.2. Equations différentielles

une racine double donc

T

y = (c1 + camw)e ™ .
Exemple 3.2.11 Résoudre l’équation
2¢" + 2y +y=0.

L’équation caractéristique : 2r> +2r +1=10

—24+ 2 ==
A=—-4=4 = r= T - 5 !

donc (avec = —3% et B =13)

y=la sin(g) + e COS(%)]E_%.

C\ Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients

constants avec second membre

Définition 3.2.8 Une équation différentielle linéaire du second ordre & coef-

ficients constants avec second membre est une équation de la forme :
ay” + by +cy = g(x)
ot a, b et ¢ sont des constantes et g(x) est le second ordre.

La résolution par la méthode de variation de la constante La forme

de la solution sans second membre

Yo(r) = c1y1(x) + caya(®)

on déduit la forme de la solution générale avec second membre en considérant

les constantes comme des fonctions de z. Posons

y(z) = SGEASM = c1(z)y1(x) + c2(x)y2(z)
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3.2. Equations différentielles

ol c¢1 et cg sont désormais deux fonctions de z. Les fonctions ¢1 et ¢y sont

alors des solutions du systéme

g(z)

Ayt + chy2 =0
Yy + chyy = 5

Le déterminant de ce systéme est le Wronskien qui est non nul (y; et yo sont

deux solutions linéairement indépendantes). D’aprés Cramer, la solution est

unique :
.
0 Y2
g 19@/a Yy |
1= W (y1,y2) T a W(yi.y2)
y1 O
CI — y:’l g(x)/a’ — l ylg(m)
2 W (y1,y2) a W(y1,y2)
_ -1 f y29
W(y y )
d { _ 1 Lf ylgﬂ; ’
W(yl’y2

Exemple 3.2.12 Résoudre [’équation différentielle linéaire du second ordre
avec second membre

y" — 5y + 6y = e”.
— Recherche la SGESSM : yy de l’équation
y" — 5y + 6y = 0.
L’équation caractéristique :

r2—5r+620<:>r1:2,7“2:3

3x

= yp = c1€%% + coe ,c1,2 € R.

~ Recherche de SGEASM : y : En posant y = c1(1)e®® + ca(x)e3® avec
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3.2. Equations différentielles

3z

y1(x) = €2,y (x) = 3% alors

9() 2ch €% + 3chedt = e*

Ay +chya =0 ce?® + ched® =0
chyr + cyh = T

En utilisant la méthode de Cramer

0 6313
, e 33T _pta .
AT T Whrw) T ew T © a=e¢ " +k
62:1: 0 Co = 1 2z k
2 e "+ k2
2
o 2e*t e* _ e _ o
\ 2 W(yl’yQ) ebT
Alors
1
y = (e—m+k )62r+(_§6—2m+k )e3x
i
= kle2az + 162632C + ? .
o \{/
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CHAPITRE 4

Chapitre 4 : Méthodes numériques

Soit la valeur expérimentale d’une grandeur y qui dépend d’une autre
grandeur x et que I'on ne connait pas ’expression analytique de la fonction f
qui relie les deux valeurs. Dans ce cas, quel est le moyen utilisé pour le calcul
des dérivées, calcul d’intégrales ? Dans ce chapitre, afin de répondre a cette

question, nous allons introduire les méthodes numeériques.

4.1 La courbe expérimentale et ’interpolation gra-

phique

Lors d’une expérience, on obtient des résultats expérimentaux présentés

sous la forme d’un tableau dit de correspondance.

Exemple 4.1.1 Soient les résultats expérimentaux donnés sous forme d’un

tableau :

t (min) 1 ) 10 15 | 17 20 30 40

C(t) (mg/l) | 24.5 | 10.30 | 8.50 | 7.8 | 7.70 | 7.45 | 7.30 | 7.25
Ces résultats sont représentés graphiquement par : Fig

1. La grandeur C portée sur l'axe des ordonnées est appelée variable a

expliquer, elle varie en fonction de t portée sur l'axe des abscisses qui
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4.2. Calcul approché de dérivées

2P
22
204
184
164
14
124
10 L

& i o9 9

T T T
10 20

fmin

=y
=
&

® C() gm!

F1G. 4.1 — Evolution de C(t) en fonction de t

est appelée variable explicative.

2. Par un tracé continu passant par tous les points expérimentaux, on ob-

tient une courbe dite expérimentale.

3. La lecture sur la courbe expérimentale nous permet de déduire une inter-
polation graphique des données non mesurées sans connaitre l’expression
de C :

— Quelle est la concentration au temps t = Tmin? graphiquement, elle
est entre 8 et 9mg/ L.
— A quel instant la concentration est-elle de 15mg/L? graphiquement il

est entre 3 et 4min .

4.2 Calcul approché de dérivées

Nous allons donner dans cette section quelques résultats utilisés pour le
calcul approché de la dérivée sans connaitre ’expression analytique de la
fonction f. Ces résultats découlent de la définition de la dérivée d’une fonction

en un point comme étant la pente de la tangente en ce point.

Définition 4.2.1 Si la fonction f est mesurée expérimentalement en deux

points : a et a + h ou h est petit, alors la valeur approchée de la dérivée
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4.2. Calcul approché de dérivées

#(x) f(x)
(:urd;eT >
(@th) |-mmmmmmm e —
o angente)
7 angente)
fla) | S :
a a+h

Fic. 4.2 — Valeur approchée de la dérivée

premiére f'(a) est donnée par

I f(a+h});f(a) I

Définition 4.2.2 Si la fonction f est mesurée expérimentalement en deuz
points : a — h et a+ h, alors la valeur approchée de la dérivée premiére f'(a)

est donnée par

20

Définition 4.2.3 Si la fonction f est mesurée expérimentalement au trois
points : a— h,a et a+ h, alors la valeur approchée de la dérivée seconde f”(a)

est donnée par

H flath)=2f(a)+f(a=h) H
h2

Exemple 4.2.1 Revenons a lexemple[{.1.]] :
- () = StH-Cl=h)
- :

- C'(10) = CU9-CO) ~ _0.95mg/L/ min, avec h = 5.
- C'(20) = M ~ —0.06mg/L/ min, avec h = 10.
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4.3. Interpolations

4.3 Interpolations

Maintenant, nous allons donner une estimation de la fonction f en un

point x pour lequel ’expérience n’a pas été réalisée.

4.3.1 Interpolation linéaire

L’interpolation linéaire suppose qu’entre deux points expérimentaux, la

variation est linéaire.

Définition 4.3.1 Si la fonction f est mesurée expérimentalement en deux
points a et a + h, ot h et petit. Alors pour a < x < a + h, f(z) est estimée

par :

[ f(a) + (@ — o) T

Exemple 4.3.1 (Suite de l’exemple ). Estimer C(7) par interpolation
linéaire. Pour cela, il suffit de connaitre la fonction C en deux points a et
a+h. Soita<t<a+h,

C(a+h)—C(a)
h

C(t) = C(a) + (t — a)

Onab<7<10,dota=5¢eth=5

C(10) — C(5)

C(7) ~ C(5) + (7 — 5) -

~ 9.58mg/ L.

4.3.2 Interpolation parabolique

L’interpolation parabolique suppose qu’entre trois points expérimentaux,

la variation est parabolique.

Définition 4.3.2 La fonction f est mesurée expérimentalement en trois points

a—h,a eta+h ot h est petit. Sia—h <z <a+ h, alors [ est estimée par

a —Jla— z—a)? f(a — a a—
H f(a) + (x — a) LeHLTEh) | G—a)® [lath) -2 (@) + (o) H
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4.4. Calcul approché de I'intégrale

Exemple 4.3.2 Estimer C(7) par interpolation parabolique. Dans ce cas, il
suffit de connaitre la fonction C en trois points : a — h,a et a + h. Soit

a—h<x<a+h aveca =10 et h =5, alors

C(15) — C(5) N (7 —10)2 C(15) — 2C(10) + C(5)

Q

c(7) C(10) + (7 — 10)

~ 9.45mg/L.

10 2 52

4.4 Calcul approché de l’intégrale

Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques méthodes numériques

utilisées pour le calcul approché de l'intégrale d’une fonction f continue et
b

définie entre deux bornes a et b : [ f(x)dz. Nous allons appliquer ces méthodes
a
numériques dans le cas ot :

— Le calcul de la primitive de f est impossible;
— La fonction f est le résultat de mesures expérimentales en quelques

points.

4.4.1 Meéthode des rectangles pour deux points

Soit f une fonction mesurée expérimentalement en deux points a et a + h.
Dans ce cas, f sera approchée par la droite paralléle & 'axe des abscisses
d’équation y = f(a). Par conséquent, la surface sous cette droite est un rec-

tangle de bases h et f(a) et d’aire hf(a). Donc on a le résultat suivant

a+h

I= [ f(t)dt = hf(a)

4.4.2 Meéthode des rectangles pour (n+1) points réguliére-

ment répartis

Maintenant, la fonction f est la donnée des mesures expérimentales en (n-+

1) points. Ces points sont régulierement répartis donnés par (a = xg, x1, x2, T3, ...
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4.4. Calcul approché de I'intégrale

F1c. 4.3 — Méthode des rectangles pour deux points

b), ou z; = a+ih. Entre chaque deux points (z;, x;+1) la fonction f est appro-
chée par une droite parallele a axe des abscisses d’équation y = f(x;). Sous

chaque droite, on obtient un rectangle de bases h et f(z;). Alors l'intégrale

b
I = [f(t)dt est estimée par la somme des aires de ces n rectangles
a

I~ Irectangle = h’f(a’) + hf(xl) + hf($2) +o hf(xnfl)
N~ N——
aire du 1°"rectangle aire du ni®mrectangle

Donc on a le résultat

I~ h{f(a) + z Fe)

__b—a
avec h = .

Remarque 4.4.1 L’erreur d’estimation est donné par la différence entre la
valeur exacte de l'intégrale notée I et la valeur approchée notée I cctan gle-
4.4.3 Meéthode des trapézes pour deux points

Considérons la fonction f mesurée expérimentalement en deux points a
et a + h. Par cette méthode, la fonction f est approximée par une droite,

sous cette droite on obtient un trapéze d’une petite base f(a), grande base
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4.4. Calcul approché de 'intégrale

(Rectangle 3) (Rectanglen’)

(Restangle 2) .

— 5
(Rectangle 1) ]

—

F1G. 4.4 — Méthode des rectangles pour n+1 points

f(x)

f(a+h)

f(a)

F1c. 4.5 — Méthode des trapézes pour deux points

f(a+ h) et d’un hauteur h. Donc l'intégrale entre a et a + h est estimé par

I’aire de ce trapéze. D’oll on a

a+h

I= [ f(t)dt = §{f(a)+ fla+h)}
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4.4. Calcul approché de I'intégrale

4.4.4 Meéthode des trapézes pour (n+1) points réguliérement
répartis

La fonction f est mesurée expérimentalement en (n + 1) points réguliere-
ment répartis (a = xo,x1, T2,23,...,T, = b). Entre chaque couples de points

(x4, x;41) on approxime f par une droite. Sous chaque droite on a un trapéze.

b
L’intégrale I = [ f(t)dt estimé par la somme des aires de n trapézes.
a

n

T = $0(0) + 1) + 25 (@)

)

avec h = =2
n

Remarque 4.4.2 L’erreur d’estimation est donné par la différence entre la

valeur exacte de l"intégrale notée I et la valeur approchée notée Iyqpezes-

4.4.5 Méthode de Simpson pour trois points réguliérement

répartis

La fonction f est mesurée expérimentalement en trois points réguliérement
répartis x — h,z et x + h. Comme on a trois points, on peut approximer la

fonction f par un arc de parabole d’¢quation f(z) = az?+bx +c, ot a,b, c
z+h

sont a déterminer. Le calcul estimé de I'intégrale I = [ f(t)dt est donné par
z—h

I’aire sous cette parabole

H ISimpson - %{f(ﬂf — h) + 4f(.%') + f(.%' — h>} H

4.4.6 Meéthode de Simpson pour (n+1) points réguliérement

répartis, n pair

La fonction f est mesurée en (n + 1) points régulierement répartis (a =

X0, L1, T2, T3, ..., Ty, = b) OU N est pair et h = ZFT“. La généralisation du résultat
b

précédent (pour trois point) nous conduit a estimer lintégrale I = [ f(¢)dt
a
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4.5. Résolution d’équations : Méthode de Newton-Raphson

par

(n—2)/2 (n—2)/2

ISimpson:%{f(a)+ ()+4 Z f(x21+1)+2 Z f($2z)}

Remarque 4.4.3 Pour un méme h, la méthode de Simpson est plus précise

que la méthode des trapézes.

4.5 Reésolution d’équations : Méthode de Newton-
Raphson

Considérons I’équation f(r) = 0. Par fois la recherche de la solution r de
cette équation par une méthode analytique est impossible. Pour cette raison,
nous allons introduire dans ce paragraphe une méthode numérique (Newton-
Raphson) qui peut rendre cette recherche est plus facile et qui va nous donner
une valeur approchée de cette solution. Pour pouvoir appliquer la méthode de
Newton-Raphson, la fonction f doit étre continue, monotone et dérivable
sur l'intervalle étudié.

La méthode :

— Etape 1 : fixer la précision e cherchée sur Papproximation de la solution

T
— Etape 2 : mettre I'équation sous la forme f(z) =0
— Etape 3 : calculer f()

— Etape 4 : choisir graphiquement un point de départ z

— Etape 5 : calculer z1 = 29 — ]{/(é%))
— Etape 6 : comparer |x1 —xo|l a e
1. si |z — x| < e fin de la procédure r = z¢g = x1
2. 81 |z —x0] > € x1 devient un nouveau point de départ

et on calcule T9 = 1 — f,((xl)) puis on compare |zg — x1| & €, et

on poursuit les itérations en calculant x3, ..., z,4+1 jusqu’a ce que

|Tpt1 — 20| < e.
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4.5. Résolution d’équations : Méthode de Newton-Raphson

Remarque 4.5.1 — L’algorithme de Newton-Raphson coverge si : f'(x), f"(x) #

0 et f(zo)f"(zo) >0
— xo est un choiz convenable si f'(xo)f" (x0) > 0.

Exemple 4.5.1 Résoudre Iéquation In(z) =2 —2 ¢ 1073 pres.

1. la précision recherchée est e = 1073

2. mettre [’équation sous la forme f(x) =0: f(z) =In(z) —x+2=0.
3. caleuler f'(z): f'(z) =2 -1
4

. la courbe f(x) coupe l'axe des abscisses en deux points, l'une est proche

de O et l'autre est proche de 3. choisissons un point de départ xqg = 3

5w =3— 4 = 3147918433
6. |r1 — zo| = 0.147918433 > &, donc xy devient un nouveau point de
départ
1 T; Tig1 = XTj — J{c/(éii)) |Tp41 — Tn| | test
0 3 3,147918433 0,147918433 | > ¢
1] 3,147918433 3,146193441 0,001724992 | > ¢
2 | 3,146193441 3,146193221 2, 2.1077 <e
D’ou | r~ 3,146
7. Si on prend un point de départ proche de 0 : xg = 0,1, alors on obtient
7 T; Tig1 = XTi — ]{C/((Z)) |Tnt1 — xn| | test
0 0,1 0,14473168 0,04473168 | > ¢
11 0,14473168 0, 15786436 0,01313268 | > ¢
21 0,15786436 0, 15859234 0,00072799 | < e

D’ou
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