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@ Chapitre 2: Calcul intégral et équations différentielles
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Chapitre 2: Caleul intégral et équations différentielles 1. Calcul intégral et primitives

2. Equations différentielles

Ce chapitre est consacré au calcul intégral:
o intégration par parties

et aux équations différentielles:
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2. Equations différentielles

Ce chapitre est consacré au calcul intégral:
o intégration par parties
o changement de variables
o régles de Bioche,. ..

et aux équations différentielles:

o linéaires a coefficients constants du premier et

du deuxiéme ordre sans et avec second
membre
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2. Equations différentielles

Ce chapitre est consacré au calcul intégral:
o intégration par parties
o changement de variables
o régles de Bioche,. ..

et aux équations différentielles:

o linéaires a coefficients constants du premier et

du deuxiéme ordre sans et avec second
membre

o équations homogenes
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2. Equations différentielles

Ce chapitre est consacré au calcul intégral:
o intégration par parties
o changement de variables
o régles de Bioche,. ..

et aux équations différentielles:

o linéaires a coefficients constants du premier et

du deuxiéme ordre sans et avec second
membre

o équations homogenes
o équations de Bernoulli, ...
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@ Chapitre 2: Calcul intégral et équations différentielles
o 1. Calcul intégral et primitives
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1. Calcul intégral et primitives

Chapitre 2: Caleul intégral et équations différenticlles s
2. Equations différentielle

1. Calcul intégral et primitives

Définition

L’intégrale d’une fonction continue f sur [a, b] mesure air de la
portion du plan comprise entre la courbe y = f(z), I'axe des = et les

b
droites x = a, x = b et notée [ f(z)dx.
a

Théoréme

Si f :[a,b] — R est continue alors f est intégrable.
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1. Calcul intégral et primit
2. Equations différentielles

Chapitre 2: Calcul int 1l et équations différentielles

1. Calcul intégral et primitives

o Consédirant la fonction exponentielle f(z) = e*
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1. cul intégral et primitives

Chapitre 2: Caleul intégral et équations différenticlles :
2. Equations différentielles

1. Calcul intégral et primitives

o Consédirant la fonction exponentielle f(z) = e”.

@ On souhaite calculer aire 2l en-dessous du graphe de f et entre
les droites x = 0, z = 1 et 'axe Ox
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1. cul intégral et primitives

Chapitre 2: Caleul intégral et équations différenticlles :
2. Equations différentielles

1. Calcul intégral et primitives

o Consédirant la fonction exponentielle f(z) = e*

@ On souhaite calculer aire 2l en-dessous du graphe de f et entre
les droites x = 0, z = 1 et 'axe Ox

e Alors laire 2 = ff Jdz = fe dx
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1. Calcul intégral et primitives
2. Equations différentielles

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.1. Propriétés de I'intégrale

1.1.1. Relation de Chasles

Proposition 1

Soient a < ¢ < b. Si f est intégrable sur [a, c] et [c,b], alors f est
intégrable sur [a,b]. Et on a

7f(r)d£ = (/f(r)duv 4 7f(a:)dr.

a

v
Remarque

On a:
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1. Calcul intégral et primitives
2. Equations différentielles

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.1. Propriétés de I'intégrale

1.1.1. Relation de Chasles

Proposition 1

Soient a < ¢ < b. Si f est intégrable sur [a, c] et [c,b], alors f est
intégrable sur [a,b]. Et on a

7f(r)d£ = (/f(r)duv 4 7f(a:)dr.

a

v
Remarque

On a:
° jf(T)d‘L =0
e Pour a < b, 7]‘(1)(& = *;]L(‘L)CLL
b a
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cul intégral et primitives

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles a
quations différentielles

1.1. Propriétés de 'intégrale

1.1.2. Positivi e 'intégrale

o Soit a < b deux réels et f et g deux fonctions intégrables sur
[a,b].
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Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles a
quations différentielles

1.1. Propriétés de 'intégrale

1.1.2. Positivi e 'intégrale

o Soit a < b deux réels et f et g deux fonctions intégrables sur
[a,b].
e Si [ < g alors

7f(l)dw < .7g<x>dz
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cul intégral et primitives

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles A
ations différentielles

1.1. Propriétés de I'intégrale

1.1.2. Positivité de I'intégrale

o Soit a < b deux réels et f et g deux fonctions intégrables sur
[a,b].
e Si [ < g alors

7f(l)dw < .7g<x>dz
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1. Calcul intégral et primitives

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles 2 A
2. Equations différentielles

1.1. Propriétés de I'intégrale

1.1.3. Linéarité de l'intégrale

Proposition 3

Si f et g deux fonctions intégrables sur [a,b]. Alors on a:

@ f -+ g estune fonction intégrable et

b
J(f+g)(a daz—ff d:c+fg

a
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1. Calcul intégral et primitives

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles 2 A
2. Equations différentielles

1.1. Propriétés de I'intégrale

1.1.3. Linéarité de l'intégrale

Proposition 3

Si f et g deux fonctions intégrables sur [a,b]. Alors on a:

@ f -+ g estune fonction intégrable et

b
J(f+g)(a daz—ff d:c+fg

a

o Pour tout réel A\, \f est intégrable et on a ])\j( Ydx = )\]f )dx.

"La linéarité de l’intégrale"
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1.1. Propriétés de I'intégrale

1.1.3. Linéarité de l'intégrale

Proposition 3

Si f et g deux fonctions intégrables sur [a,b]. Alors on a:

° f + g est une fonction intégrable et

f(f—l—g daz—ff d:c+fg

o Pour tout réel A\, \f est intégrable et on a ])\j( Ydx = )\]f )dx.

"La linéarité de l’intégrale"
o Plus généralement, pour tous réels A et u

b

(7(Af(w) + pg(z))de = A? f(@)de + / g(z)dz

Dr. M. Hamamda

Cours de Biomathématiques-Bio



cul intégral et primitives

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles A
ations différentielles

1.1. Propriétés de I'intégrale

1.1.3. Linéarité de l'intégrale

Si f et g sont deux fonctions intégrables, alors:

@ f X g est une fonction intégrable sur [a,b] mais en général

b b b
J(F9)(@)da # ([ f(z)dz)([g(x)dx).

a
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1. Calcul intégral et primitives

Chapitre 2: Caleul intégral et équations différenticlles ) :
2. Equations différentielles

1.1. Propriétés de I'intégrale

1.1.3. Linéarité de l'intégrale

Proposition 4

Si f et g sont deux fonctions intégrables, alors:

o [ X g est une fonction intégrable sur [a,b] mais en général

b
J(f9)(= dl#ff )dz)( fg

a

° | f | est une fonctlon intégrable sur [a, b] et

ff dr<f\f )| dex.
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1. Calcul intégral et primitives

Chapitre 2: Caleul intégral et équations différenticlles ) :
2. Equations différentielles

1.1. Propriétés de I'intégrale

1.1.3. Linéarité de l'intégrale

Proposition 4

Si f et g sont deux fonctions intégrables, alors:

o [ X g est une fonction intégrable sur [a,b] mais en général

b
J(f9)(z)dx # ff )dz)( fg

a

° | f | est une fonctlon intégrable sur [a, b] et

x)| dx.
@ Si f est paire et [—a, a] C [a, b] alors f f(z)dz =2 f(x)dz.
=@ 0
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1. Calcul intégral et primitives

Chapitre 2: Caleul intégral et équations différenticlles ) :
2. Equations différentielles

1.1. Propriétés de I'intégrale

1.1.3. Linéarité de l'intégrale

Proposition 4

Si f et g sont deux fonctions intégrables, alors:

o [ X g est une fonction intégrable sur [a,b] mais en général

b
J(f9)(z)dx # ff )dz)( fg

a

° | f | est une fonctlon intégrable sur [a, b] et

x)| dx.
@ Si f est paire et [—a, a] C [a, b] alors f f(z)dz =2 f(x)dz.
=@ 0

o Si f est impaire alors [ f(z)dz = 0.

—
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1. Calcul intégral et primitives

Chapitre 2: Caleul intégral et équations différenticlles fo &
2. Equations différentielle

1.2. Primitive d’une fonction

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle quelconque I de
R. On dit que F': I — R est une primitive de f sur [ si I’ est une
fonction dérivable sur I vérifiant F'(z) = f(z) pour tout z € I.

Soit f : I — R une fonction et soit F': I — R une primitive de f.
Toute primitive de f s’écrit G = F + c ou ¢ € R.

Cours de Biomathématiques tatistiques Dr. M. Hamamda



1. cul intégral et primitives

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles a
2 quations différentielles

1.3. Primitives des fonctions usuelles

Liste de quelques primitives des fonctions usuelles:

e, a € R\{-1}

o [z%dx =1 a+1
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Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles a
2 quations différentielles

1.3. Primitives des fonctions usuelles

Liste de quelques primitives des fonctions usuelles:
o [z%dx = % +c,a € R\{-1}
o [e"dx=e"+c
o [ %d‘l =In|z|+c

° [ cosxdr = sinx + ¢

T
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Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles a
2 quations différentielles

1.3. Primitives des fonctions usuelles

Liste de quelques primitives des fonctions usuelles:

o [z%dx = % +c,a € R\{-1}

o [e"dx=e"+c

o [ %d‘l =In|z|+c

° [ cosxdr = sinx + ¢

o [sinazdr = —cosz +c
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1. cul intégral et primitives

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles a
2 quations différentielles

1.3. Primitives des fonctions usuelles

Liste de quelques primitives des fonctions usuelles:

o [z%dx = % +c,a € R\{-1}

o [e"dx=e"+c

o [ %d:l,' =In|z|+c

° [ cosxdr = sinx + ¢

o [sinazdr = —cosz +c
* dx . 5

o [ =Inlz+a|l+c
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1. cul intégral et primitives
2. Equations différentielles

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.3. Primitives des fonctions usuelles

Liste de quelques primitives des fonctions usuelles:

o [z%dx = % +c,a € R\{-1}

o [e"dx=e"+c

o [ %d‘l =In|z|+c

° [ cosxdr = sinx + ¢

o [sinazdr = —cosz +c
o [ w“;"’a =In|z+a|l+c
o iz = imbez| e
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1. cul intégral et primitives
2. Equations différentielles

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.3. Primitives des fonctions usuelles

Liste de quelques primitives des fonctions usuelles:

o [z%dx = % +c,a € R\{-1}

o [e"dx=e"+c

o [ %d‘l =In|z|+c

° [ cosxdr = sinx + ¢

o [sinazdr = —cosz +c
o [ w“;"’a =In|z+a|l+c
o iz = imbez| e

o [ Tioz = arctanz +c

Cours de Biomathématiques-Biostatistiques Dr. M. Hamamda 1



1. cul intégral et primitives

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles a
2 quations différentielles

1.3. Primitives des fonctions usuelles

o / de arcsinx + ¢
J Vi—z2 g — arccoszr + ¢

Nous allons maintenant considérer que v est une fonction, alors
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1. cul intégral et primitives

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles a
2 quations différentielles

1.3. Primitives des fonctions usuelles

S arcsinx + ¢
o [ —
J V1= T

5 — arccosx + ¢
o [ 7%{,’“ =In(z+vr2+1)+ec

Nous allons maintenant considérer que v est une fonction, alors
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1. cul intégral et primitives

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles a
2 quations différentielles

1.3. Primitives des fonctions usuelles

S arcsinx + ¢
o [ —
J V1= T

5 — arccosx + ¢
o [ 7%{,’“ =In(z+vr2+1)+ec

o [tanzdr = —In|cosz|+ ¢

Nous allons maintenant considérer que v est une fonction, alors
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1. cul intégral et primitives

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles a
2 quations différentielles

1.3. Primitives des fonctions usuelles

. - arcsinx + ¢
° / dx . {

Vi-a? | T —arccosz +c
o [ 7%{,’“ =In(z+vr2+1)+ec
o [tanzdr = —In|cosz|+ ¢

Nous allons maintenant considérer que v est une fonction, alors

o [u(z)u(z)dz = Ju(z) +c
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1. cul intégral et primitives

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles a
2 quations différentielles

1.3. Primitives des fonctions usuelles

. - arcsinx + ¢
° ] dx . {

Vi-a? | T —arccosz +c
° f d' =In(z+vr2+1)+ec
° ftanmd;r = —In|cosz| +c

Nous allons maintenant considérer que v est une fonction, alors

o [u(z)u ( )dq, = 1u?(z) +c

o [u(z)u(x)dx = %Hu‘”l(a:) +c
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1 cul intégral et primitives

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles A
2 juations différentielles

1.3. Primitives des fonctions usuelles

. - arcsinx + ¢
° ] dx . {

Vi-a? | T —arccosz +c
° f d' =In(z+vr2+1)+ec
° ftanmd;r = —In|cosz| +c

Nous allons maintenant considérer que v est une fonction, alors

o [u(z)u ( )dq, = 1u?(z) +c

o [u(x)u(z)de = Z7ut!(x) +c

o [ “<x)drfln|u( )
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1. Calcul intégral et primitives

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles 2 A
2. Equations différentielles

1.3. Primitives des fonctions usuelles

. - arcsinx + ¢
° ] dx . {

Vi-a? | T —arccosz +c
° f d' =In(z+vr2+1)+ec
° ftanmdul = —In|cosz| +c

Nous allons maintenant considérer que v est une fonction, alors

o [u(x) d?-%u()—l—(‘
° fu” r)dr = Z7ut!(z) +c
° ]?‘(x))drflnhj( )| + ¢

° il €
[ 3 de = Vul@) +
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1. Calcul intégral et primit
2. Equations différentielles

Chapitre 2: Calcul int 1l et ¢quations différentielles

1.4. Relation primitive-intégrale

héoréme

@ Soit f : [a,b] — R une fonction continue.
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1. cul intégral et primitives
2. Equations différentielles

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.4. Relation primitive-intégrale

éoréme

@ Soit f : [a,b] — R une fonction continue.

e La fonction F' : I — R définie par F'(x) = [ f(t)dt est une

primitive de f
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cul intégral et primitives
ations différentielles

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.4. Relation primitive-intégrale

héoréme

@ Soit f : [a,b] — R une fonction continue.

e La fonction F' : I — R définie par F'(x) = [ f(t)dt est une

primitive de f
o c-a-d: F est dérivable et F'(z) = f(x).
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1. Calcul intégral et primitives
2. Equations différentielles

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.4. Relation primitive-intégrale

Théoréme

@ Soit f : [a,b] — R une fonction continue.
x

e La fonction F' : I — R définie par F'(x) = [ f(t)dt est une

a

primitive de f
o c-a-d: F est dérivable et F'(z) = f(x).

o Par conséquent pour une primitive F' quelconque de f

b
/ f(H)dt = [F(@)]2 = F(b) — F(a).
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1. Calcul intégral et primit

Chapitre 2: Calcul int 1l et ¢quations différentielles 2 A
2. Equations différentielles

1.4. Relation primitive-intégrale

1

1
/emdzz =[e"]p=e'—€e"=e— 1.
0
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Chapitre 2: Calcul intégral et équations différentielles S o P i

1.4. Relation primitive-intégrale

1

1
/emdzz =[e"]p=e'—€e"=e— 1.
0

e Pour f(z) = 22, une primitive de f est 2’ Donc
3

1 g1
/72(17 = {‘L} = 1.
J 3], 3
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Chapitre 2: Calcul intégral et équations différentielles S o P i

1.4. Relation primitive-intégrale

1

1
/emdzz =[e"]p=e'—€e"=e— 1.
0

e Pour f(z) = 22, une primitive de f est 2’ Donc
3

1 g1
/72(17 = {‘L} = 1.
J 3], 3

e Pour f(z) = cost, une primitive de [ est

xr
[ costdt = [sin t}i; = sinz — sina.
a
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1. Calcul intégra primitives

Chapitre 2: Caleul intégral et équations différenticlles ) P
2. Equations différentielles

1.5. Méthodes d’intégration

A. Changement de variable

Théoréme

Soient f : [a,b] — R une fonction continue et u : [, 8] — [a, b] une
fonction de dérivée continue et strictement monotone avec

ula) =a
u(p) = b.
b
En effectuant dans I'intégrale [ f(z)dz le changement de variable

x = u(t). Alors

/ Sayir= '7..f[u(t)}'u/’(t)dt.

Cours de Biomathématiques- istiques Dr. M. Hamamda 16/51



alcul intégral et primitives
quations différentielles

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.5. Methodes d’intégration

ble
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lcul intégral et primit

Chapitre 2: Calcul intégral et équations différentielles 1. € :
2. Equations différentielles

1.5. Méthodes d’intégration

A. Changement de variable

o dx
o Calculde I, = [ p
1 dx 1 dx
@ Ona [ == == [ —5—.
1 a? . :§+1 a? f (£)2+1

a
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Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.5. Méthodes d’intégration

A. Changement de variable

o dx
o Calculde I, = [ p
1 dx 1 dx
@ Ona [ == == [ —5—.
1 a? . :§+1 a? f (£)2+1

a

@ On pose t = *

a
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Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.5. Méthodes d’intégration

A. Changement de variable

o dx
o Calculde I, = [ p
1 dx 1 dx
@ Ona [ == == [ —5—.
1 a? . :§+1 a? f (£)2+1

a

@ On pose t = *

a

o Alors = =at et dz = d(at) = adt.
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1.5. Méthodes d’intégration

A. Changement de variable

o Calculde I) = [ %
dx dz
°eOna I, = 5 O%H:”%f(g)—z“
@ On pose t = =
o Alors = =at et dz = d(at) = adt.
@ Donc
1 dz 1 dt 1 1 x
— . = ———— = —arctan(t)+c = — arctan(—)+c.
@) @1 o) @Pe1a a”

Cours de Biomathématiques-Biostatistiques
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1. Calcul intégral et primit
2. Equations différentielles

Chapitre 2: Calcul int 1l et ¢quations différentielles

1.5. Méthodes d’intégration

A. Changement de variable

ple 2

1/2
o Calcul de ]2 = I mdl
0
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Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.5. Méthodes d’intégration

A. Changement de variable

1/2
o Calcul de ]2 = I mdl
0

e Soit le changement de variable u = 1 — 22,
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Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.5. Méthodes d’intégration

A. Changement de variable

1/2
e Calculde I, = [
0

T -
A=22972 dx.

e Soit le changement de variable u = 1 — 22,

e donc du = —2zdx.
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Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.5. Méthodes d’intégration

A. Changement de variable

1/2
e Calculde I, = [
0

T -
A=22972 dx.

e Soit le changement de variable u = 1 — 22,
e donc du = —2zxdx.

@ On a alors

3/4 3/4
/ —(u 1 / 7%(1 { ,l:|3/4 2 1
= —= u u = (u 2 = —= — 1.
(u) 3/2 2 1 V3
1
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Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.5. Méthodes d’intégration

B. Intégration par partie

Théoréme

Soit u et v deux fonctions de classe C' sur un intervalle [a, b] .

7“(1')’0/(1‘)dw = [uv]® — tl/j'u/(l.),u(w) .

Exemple 1

1
e Pour calculer [ze”dx, on pose u(z) =z et v'(z) = e”.
0

A
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Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.5. Méthodes d’intégration

B. Intégration par partie

Théoréme

Soit u et v deux fonctions de classe C' sur un intervalle [a, b] .

7“(1')’0/(1‘)dw = [uv]® — tl/j'u/(l.),u(w) .

Exemple 1

1
e Pour calculer [ze”dx, on pose u(z) =z et v'(z) = e”.
0

@ On aura u/(z) = 1 et une priitive de v'(z) = e” est v(x) = e

A
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Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.5. Méthodes d’intégration

B. Intégration par partie

Théoréme

Soit u et v deux fonctions de classe C' sur un intervalle [a, b] .

7“(1')’0/(1‘)dw = [uv]® — tl/j'u/(l.),u(w) .

Exemple 1

1
e Pour calculer [ze”dx, on pose u(z) =z et v'(z) = e”.
0

@ On aura u/(z) = 1 et une priitive de v'(z) = e® est v(x) = ¢’

o La formule d’intégration par partie donne:

A

Cours de Biomathématiques-Biostatistiques Dr. M. Hamamda 1



vlcul intégral et primitives

Chapitre 2: Caleul intégral et équations différenticlles :
juations différentielles

1.5. Méthodes d’intégration

B. Intégration par partie

Exemple 1

\
8
(9]
8
U
8
Il
O\»—A
<
—
S
e\
S
N—
U
8

1

= [xez](l) —/1.erda:
0

= (L€' —0.%) —[¢*];
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Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.5. Méthodes d’intégration

B. Intégration par partie

e Calcul de f:n In zdz.
1

Alors

]ac Inzdr = ]u(m)v’(m)dw
1 1
= [u(z)v(z)]] — 71/(:0)1) dx
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Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.5. Méthodes d’intégration

B. Intégration par partie

Exemple 2

e Calcul de f:n In zdz.
1

e On pose u(z) = Inz et v'(z) = z,donc v/(z) = L et v(z) =

Alors

1.2
QJ .

€ (&

/ N — / w(@) (z)ds

1 1

ours de Biomathématiques-B
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Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

1.5. Méthodes d’intégration

B. Intégration par partie
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2. Equations di ntielles

@ Chapitre 2: Calcul intégral et équations différentielles

e 2. Equations différentielles
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Calcul intégral et primitives

Chapitre 2 J a i égre 2t équations différe ielles 5 , . " .
hapitr Calcul intégral et équations différentiellc " Equations differenticlles

Introduction

@ Dans I'exemple suivant = désigne le nombre d’individus de la
population étudiée (population humaine, population
bacterienne,...).

@ On considére z comme un réel.

o L’hypothese de base est que si x(¢) est la population & I'instant ¢,
la population & l'instant ¢ + At ou At est trés petit, vaut
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Chapitre 2: Ca tégral et éque NS C ére elles 5 - .
hapitr \leul intégral et équations différentielle 2 Baqnations

Introduction

{ z(t + At) = z(t) + ka(t) At
k = cte > 0.

o Divisant par At et passant a la limite quand A¢ — 0 on obtien
I’équation différentielle du premier ordre

2/ (t) = ka(t)

ou 2'(t) est la dérivée par rapport a t.

Dr. M. Hamamda
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Chapitre 2: Calcul intégral et équations différentielles q .
quations entielles

Introduction

Définition

@ On appele équation différentielle du premier ordre 1’équation du

type
F(z,y,9') =0 (1)

ol y est une fonction inconnue.
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Chapitre 2: Calcul intégral et équations différentielles q .
quations entielles

Introduction

Définition

@ On appele équation différentielle du premier ordre 1’équation du

type
F(z,y,9') =0 (1)

ol y est une fonction inconnue.

o Résoudre ’équation différentielle (1) consiste a chercher toutes
les fonctions y dérivables en x vérifiant cette équation.
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Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

Introduction

Définition

@ On appele équation différentielle du premier ordre 1’équation du
type
F(z,y,5/) =0 (1)

ol y est une fonction inconnue.

o Résoudre ’équation différentielle (1) consiste a chercher toutes
les fonctions y dérivables en x vérifiant cette équation.

@ On appele solution sur 7 C R de équation (1) toute fonction
y: I — Rz — y(z) telle que:
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Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles

Introduction

Définition

@ On appele équation différentielle du premier ordre 1’équation du
type
F(z,y,5/) =0 (1)

ol y est une fonction inconnue.

o Résoudre ’équation différentielle (1) consiste a chercher toutes
les fonctions y dérivables en x vérifiant cette équation.

@ On appele solution sur 7 C R de équation (1) toute fonction
y: I — Rz — y(z) telle que:

e y est dérivable sur /
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Chapitre 2: Caleul intégral et équations différenticlles 2 Equations différenticlles

Introduction

Définition

@ On appele équation différentielle du premier ordre 1’équation du
type
F(z,y,5/) =0 (1)

ol y est une fonction inconnue.

o Résoudre ’équation différentielle (1) consiste a chercher toutes
les fonctions y dérivables en x vérifiant cette équation.

@ On appele solution sur 7 C R de équation (1) toute fonction
y: I — Rz — y(z) telle que:

e y est dérivable sur /
o V€ I,F(x,y(z),y'(z)) = 0.

e Biomathématiques tistiques Dr. M. Hamamda
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Chapitre 2: Caleul intégral et équations différenticlles et primif
¢rentielles

Introduction

y = ky

k0 ,ou y est une fonction de z. On a

Soit l’équation{

r_ _@_
y —y(w)—dx—ky(w)

d
:>—y:kdx7y7é0

Y
d
:>/—y:/kdx
Y
= Inly|+c1 =kx + co

= In|y|=kzx+c,c=c1+c2

— y= 6k::r+(: _ /\eki.’l,‘7A — ¢ = cte
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Chapitre 2: Caleul intégral et équations différentielle " Equations differenticlles

Introduction

Théoréme (Existence et unicité d’une solution satisfaisant une
condition initiale.)

Soit ’équation différentielle
F(z,y,y') =0
9 ) 2
{ y(zo) = yo. )

11 existe une solution unique y de 1’équation différentielle (2) telle que
la condition initiale y(zg) = yo est vérifiée.
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Introduction

Soit ’équation différentielle

La solution de cette équation est y = \.e* et on a y(0) = 2 alors
y(0) = XeF0=X=2

donc la solution qui vérifiée la condition initiale y(0) = 2 est donnée
par

y = 2.€k:.’1:.
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. . . . . . 1. (
Cha > 2 a égral et éque NS C ére elles 5 - 3 3
hapitre Calcul intégral et équations différentielle 2. Bquations différentielles

1. Equation différentielle linéaire du premier ordre sans
second membre

Définition
Toute équation différentielle de la forme
y' = f(z)y

est appelée équation différentielle linéaire du premier ordre sans
second membre.

Cours de Biomathématiques-Biostatistiques Dr. M. Hamamda



1. Calcul intégral et primitives

Chapitre 2: Calcul intégral et ¢quations différentielles 9. Eametiens dEerasieles

1. Equation différentielle linéaire du premier ordre sans

second membre

Résolution d’une équation linéaire du premier ordre sans second
membre

— = )\Gf f(;l?)d:l?’ A = ¢C.
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Chapitre 2: Caleul intégral et équations différenticlles 2 Equations différenticlles

1. Equation différentielle linéaire du premier ordre sans
second membre

donc
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Chapitre 2: Caleul intégral et équations différenticlles 2 Equations différenticlles

2. Equation différentielle linéaire du premier ordre avec
second membre

Définition

Toute équation différentielle de la forme

Y = flx)y + g(z) (3)

est appelée équation différentielle linéaire du premier ordre avec
second membre.

Théoréme

La solution générale (SGEASM) de I’équation (3) est donnée par

y = vy + Y
—~— ~ o
SGEASM  SGESSM SPEASM

Cours de Biomathématiques-Biostatistiques Dr. M. Hamamda
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2. Equation différentielle linéaire du premier ordre avec
second membre

Résolution de I’équation par la méthode de variation de la constante

La solution générale de I’ equation (3) sans second membre y' = f(x)y
est yo = \ef'®) avec F(x)= [ f(z)dz. Posons
y = SGEASM = \(z)ef' @,

alors
Y = N(@)eF )+ A(@)f(@)eF @)
= f(z /\(Jc)eF(z) + g(x).
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Chapitre 2: Caleul intégral et équations différenticlles 2 Equations différenticlles

2. Equation différentielle linéaire du premier ordre avec

second membre

Résolution de I’équation par la méthode de variation de la constante

D’ou
X(z)e ) = g(x)
— A( ) 55?% = g(w)e-“w)
J‘g —F(z d)? + B.
Donc

Y= ﬁeF(” + el )/ g(z)e F@ dz.
—

Yo
Y

ours de Biomathématiques-Biostatistiques Dr. M. Hamamda
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Chapitre 2: Caleul intégral et équations différenticlles 2 Equations différenticlles

2. Equation différentielle linéaire du premier ordre avec

second membre

Exemple

Résudre I’équation linéaire du premier ordre avec second membre
Yl =—y+z°.
On résoud d’abord 1’équation sans second membre 3’ = —y. On aura
Yo = SGESSM = Xl @)z — \eg—2,

Posons
y=SGEASM = \Nx)e™®
<y =N(z)e™® — A(z)e
alors
Y +y=N(@e *=Az)e™ + Az)e™® = g(z) = 2?

0

Cours de Biomathématiques-Biosta Dr. M. Hamamda
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Chapitre 2: Caleul intégral et équations différenticlles 2 Equations différenticlles

2. Equation différentielle linéaire du premier ordre avec

second membre

2
= N(z) = - = AMz) = /xQezda:.

e*ZE

A l’aide de deux intégrations par parties on obtient
Mz)=e"(z? —22+2)+ K, K €R

y=[e®(2? — 22+ 2) + Kle™®
y=z2—-2z+2+ Ke ®.
—_——  ——

Y Yo

Cours de Biomathématiques-Biostatistique . Hamamda



. o . . . . . Calc tég e ) ves
Chapitre 2: Caleul intégral et équations différentielles : E(‘ll””(iu‘L .f.ﬁérc‘uli‘cyl‘f:-‘c’]

3. Equations différentielles du second ordre

3.1. Equations différentielles du second ordre pouvant se ramener au premier ordre

On appelle équation différentielle du second ordre toute relation de la
forme:

Vo, F(z,y,y,y") =0
entre la variable x, la fonction y, sa dérivée premiére 3’ et sa dérivée
seconde 7.

Proposition
e Toute relation de la forme F(xz,vy’,y"”) = 0, ¢’est-a-dire sans y,
peut se ramener & deux équations différentielles de premier ordre.

o En effet, en posant z = 9/ et 2z’ = y”, donc la relation devient:

F(z,2,2') =0.

Cours de Biomathématiques-Biostatistiques Dr. M. Hamamda
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2. Equations entielles

3. Equations différentielles du second ordre

3.1. Equations différentielles du second ordre pouvant se ramener au premier ordre

d=
doe

Or

W= /z(q)dm =c3e ' + ¢y

Dr. M. Hamamda

Cours de Biomathématiques-Biostatistiques



1. Calcul int¢ et primitives

Chapitre 2: Calcul in Wl et équations différentielles 2 Equations différenticlles

3. Equations différentielles du second ordre

3.2. Equations différentielles linéaires du second ordre & coeffi ts constants sans
membre

Définition 1

Une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients
constants sans second membre est définie par I’équation

ay’ +by +cy=0 (4)

ou a(# 0),b et c sont des constantes réelles et y une fonction de .

Définition 2

Soient 17 et y, deux fonctions dérivables. On appelle Wronskien la
fonction W (y1,y2) associée & y; et yo par:

/Z‘
W (y1,v2) = Zﬁ i = Y155 — Y1y

Cours de Biomathématiques-Biostatistiques Dr. M. Hamamda




1. Calcul int¢ et primitives

Chapitre 2: Caleul intégral et équations différenticlles 2 Equations différenticlles

3. Equations différentielles du second ordre
3.2. Equations différentielles linéaires du second ordre & coeffi ts constants sans
membre

Proposition 1

Si y; et y2 sont deux solutions de ’équation (4), et que le Wronskien
est non nul, alors y; et y> sont deux solutions linéairement
indépendantes (c’est-a-dire non propostionnelles) (y; # kys).

Proposition 2

Si 1 et y» sont deux solutions linéairement indépendantes de
Péquation (4), 'ensemble des solutions du systéme est donné par

y(v) = c1y1 () + coye ()

ou ¢; et ¢y sont deux constantes réelles.
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Chapitre 2: Calcul intégral et équations différentielles q .
quations entielles

3. Equations différentielles du second ordre

3.2. Equations différentielles linéaires du second ordre & coefficients constants sans s
membre

La résolution

Vérifions que les solutions y; et y» sont de la forme y = e"*. On en
déduit
y =re?y" =rie’".

En les substituant dans ’équation (4), on obtient
ar?e™ + bre"™ + ce™ = (ar® + br + c)e™ = 0.
Or, e'* # 0. D’ou I’équation caractéristique
ar? +br+c=0.

Les solutions 3, et 5 dépendent des racines de cette équation
caracteristique.

Cours de Biomathématiques-Biostatistiques Dr. M. Hamamda 4
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3. Equations différentielles du second ordre

3.2. Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants sans second
membre

lution

D’ou le calcul du discriminant A = b% — 4ac :

o Premier cas A > 0 : Alors ’équation caractéristique a deux
racines r; = b;{f et ry = =2 a\ﬁ et la solution générale de (4)
est

T

y = cre’ 4 coe™”

o Deuxiéme cas A = 0 : Alors ’équation caractéristique a une
racine double r = ;a et

y = (c1 + cox)e™

o Troisiéme cas A < 0: Alors r; = a+if et ro = a —if et la
solution de I’équation (4) est

T

y = [eq sin(Bx) + co cos(Bx)]e
Coure de Diomathomatiques Biostatistiues
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Chapitre 2: Calcul intégral et équations différentielles q .
quations entielles

3. Equations différentielles du second ordre

3.2. Equations différentielles linéaires du second ordre & coefficients constants sans s
membre

Exemple 1

Résoudre ’équation différentielle

y' +4y =0. (5)
L’équation caractéristique
P +4r = 0<r(r+4)=0
< r1=—-4et 1o=0

deux racines distinctes donc

—4x i
y=-cre ¥+ co.

Cours de Biomathématiques-Biostatistiques Dr. M. Hamamda 4
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Chapitre 2: Calcul intégral et équations différentielles q .
quations entielles

3. Equations différentielles du second ordre

3.2. Equations différentielles linéaires du second ordre & coefficients constants sans s
membre

Exemple 2

Résoudre ’équation différentielle
y' +2y +y=0.
L’équation caractéristique

P4+2r+1 = 0= (r+1)2=0

une racine double donc

Cours de Biomathématiques-Biostatistiques Dr. M. Hamamda 4
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3. Equations différentielles du second ordre

3.2. Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants sans second
membre

Exemple 3

Résoudre ’équation

2y" +2y +y=0.
L’équation caractéristique: 2r2 +2r +1 =0

—2492% —1+i
A=—4=42 = 5 L _ 21

donc

. "L ‘L
y=[cr s1n(§) + c2 Los(gﬂ()

(N
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3. Equations différentielles du second ordre

3.3. Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants avec

membre

Défin

Une équation différentielle linéaire du second ordre a coeficients
constants avec second membre est une équation de la forme:

ay” + by +cy = g(x)

ou a,b et ¢ sont des constantes et g(z) est le second ordre.

La résolution par la méthode de variation de la constante

La forme de la solution sans second membre
Yo(x) = c1y1(z) + caya(x)

on déduit la forme de la solution générale avec second membre en
considérant les constantes comme des fonctions de x.
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3. Equations différentielles du second ordre
3.3. Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants avec
membre

y(x) = SGEASM = c1(x)y1(x) + ca(z)y2(x)

ol ¢ et ¢y sont désormais deux fonctions de z. Les fonctions ¢; et o
sont alors des solutions du systéme

chyr + ey =0
chyy + chyh = 2

Le déterminant de ce systéme est le Wronskien qui est non nul (y; et
Yo sont deux solutions linéairement indépendantes). D’aprés Cramer,
la solution est unique:
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1. Calcul inté
2. Equations di
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3.3. Equations différentielles linéair
membre

s du second ordre a coefficients constants avec second

0 Y2
/
¢ = g(m)/a Ya | —1 _y29(x)
1= W (y1,y2) T a W(y,y2)
y1 O
;o yi g(x)/a _ 1 _yig(x)
C2 = W (y1,y2) T aW(y1,y2)
D’ou
_ 7] Y29
- “a- f w ZJl Jz)dT
o lf y19(x) dx
- W (y1,52)
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3. Equations différentielles du second ordre

3.3. Equations différentielles linéaires du second ordre & coeffi ts constants av
membre

Exemple

Résoudre I’équation différentielle linéaire du second ordre avec second
membre

/

Yy’ — 5y + 6y = e”.
@ Recherche la SGESSM vy, : L’équation caractéristique:
r?—Br+6=0<>r=27r=3

= yo = c1€2% + €37, ci2 € R

@ Recherche de SGEASM vy : En posant
3z

y = c1(z)e?® + ca(w)e3® avec y1(x) = €22,y (x) = 3% alors

chyr + ey =0 Ay +chy2 =0
Ayl + chyb % 2cje?® + 3che3® = e
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92

3.3. Equations différentielles linéaires du second ordre & coefficients constants avec second
membre

En utilisant la méthode de Cramer

0 e’
, e® 3e’® e 7z
= _ -z
c W (1,92) = 5z — € cio=e T+ k
20 < _ 1 _—2z k .
e 0 C2 = —3¢€ + Ko
2z an
o = 2e & _ egi _ 6721
2 W (y1,y2) &=

Alors

Cours de Biomathématiques-Biostatistiques

M. Hamamda




o . . . . Calc t t p Ve
Chapitre 2: Calcul intégral et équations différentielles dlemll et ]
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@ s. Bénazth, et als. Biomathématiques, Analyse, Algebre,
probabilités, statistiques. Masson, Paris, 2001.
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