
C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

Cours de Biomathématiques-
Biostatistiques

1�ere année Pharmacie 2020/2021

Dr. M. Hamamda

C o u r s d e B iom a th ém a t iq u e s -B io s t a t i s t iq u e s D r. M . H am am d a 1 / 4 4



C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

Biomathématique

1 La biomathématique sous-entend l�association de deux
sciences: la biologie et les mathématiques.

2 De façon précise, les biomathématiques sont constituées
par l�ensemble des méthodes et techniques
mathématiques, numériques et informatiques qui
permettent d�étudier et de modéliser les phénomènes et
processus biologiques.
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1 . N o t io n s d e fo n c t io n
2 . L im it e s
3 . Fo n c t io n s c o n t in u e s
4 . Fo n c t io n s d é r iva b le s
5 . Fo n c t io n s u s u e l l e s

1 Chapitre 1: Fonction réelle d�une variable réelle
1. Notions de fonction
2. Limites
3. Fonctions continues
4. Fonctions dérivables
5. Fonctions usuelles
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Introduction

Dans ce chapitre, nous allons donner une présentation
générale de l�étude d�une fonction réelle à une variable
réelle, nous allons aussi introduire les notions:

Limite

Continuité
Dérivabilité...
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1. Notions de fonction

Dé�nition

Soit E une partie non vide de R (? 6= E � R), où R est
l�ensemble des nombres réelles. On appelle fonction d�une
variable réelle à valeurs réelles toute application

f : E ! R
x! f(x):

On appelle E le domaine de dé�nition de la fonction f:
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1. Notions de fonction

Graphe d�une fonction

Le graphe d�une fonction f : E ! R est la partie �f de R2 dé�nie par
�f = f(x; f(x))=x 2 Eg
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1. Notions de fonction

Exemple

La fonction inverse f : ]�1; 0[ [ ]0;+1[! R
x! 1

x

Le graphe de cette fonction est donné par la �gure
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1.1. Parité et périodicité

Soit f une fonction dé�nie sur I � R; f : I � R! R (I est symétrique
par rapport à l�origine 0)

Fonction paire

La fonction f est dite paire si f(�x) = f(x);8x 2 I:

Graphiquement, f est paire si et seulement si son graphe est
symétrique par rapport à l�axe des ordonnées.

Exemple

Les fonctions: x! x2; x! cos(x) sont paires.
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1.1. Parité et périodicité

Fonction impaire

La fonction f est dite impaire si f(�x) = �f(x);8x 2 I:

Graphiquement, f est impaire si et seulement si son graphe est
symétrique par rapport à l�origine.

Exemple

Les fonctions: x! x3; x! tan(x) sont impaires.
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1.1. Parité et périodicité

Fonction périodique

La fonction f est dite périodique s�il existe T > 0 telque
f(x+ T ) = f(x).

Graphiquement, f est périodique de période T si et seulement si
son graphe est invariant par la translation de vecteur T

�!
i , où

�!
i

est le premier vecteur de coordonnées.

Exemple

Les fonctions cosx et sinx sont 2�-périodiques
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1.2. Fonction monotone

Soit f : E � R! R:

f est dite croissante (resp. strictement croissante) sur E si:

8(x; y) 2 E2 : x � y =) f(x) � f(y)

(resp: 8(x; y) 2 E2 : x < y =) f(x) < f(y)):

f est dite décroissante (resp. strictement décroissante) sur E si:

8(x; y) 2 E2 : x � y =) f(x) � f(y)

(resp: 8(x; y) 2 E2 : x < y =) f(x) > f(y)):

f est monotone (resp. strictement monotone) sur E si elle est
croissante ou décroissante (resp. strictement croissante ou
strictement décroissante)
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1.3. Injection, surjection, bijection et fonction
réciproque

Dé�nition

Soit f : E ! F une fonction, où E et F sont deux parties de R:

f est injective si 8x; x0 2 E; f(x) = f(x0) =) x = x0:

f est surjective si 8y 2 F;9x 2 E : y = f(x):

f est bijective si elle est à la fois injective et surjective, c-à-d:
8y 2 F;9!x 2 E : y = f(x):
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1.3. Injection, surjection, bijection et fonction
réciproque

Proposition

Si f : E ! F est une fonction bijective alors il existe une unique
application g : F ! E telle que

g � f = IdE

et
f � g = IdF

La fonction g est la bijection réciproque de f notée f�1:
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2.1. Limite d�une fonction

Soit f : E ! R (E � R). Soient x0 2 R un point de E, l 2 R.

Limite en un point

On dit que f a pour limite l en x0 si

8" > 0;9� > 0;8x 2 E : jx� x0j < � =) jf(x)� lj < "

On dit aussi que f tend vers l lorsque x tend vers x0:

On note alors lim
x!x0

f(x) = l ou bien f(x) !
x!x0

l

C o u r s d e B iom a th ém a t iq u e s -B io s t a t i s t iq u e s D r. M . H am am d a 1 6 / 4 4



C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

1 . N o t io n s d e fo n c t io n
2 . L im it e s
3 . Fo n c t io n s c o n t in u e s
4 . Fo n c t io n s d é r iva b le s
5 . Fo n c t io n s u s u e l l e s

2.1. Limite d�une fonction

Soit f : E ! R (E � R). Soient x0 2 R un point de E, l 2 R.

Limite en un point

On dit que f a pour limite l en x0 si

8" > 0;9� > 0;8x 2 E : jx� x0j < � =) jf(x)� lj < "

On dit aussi que f tend vers l lorsque x tend vers x0:

On note alors lim
x!x0

f(x) = l ou bien f(x) !
x!x0

l

C o u r s d e B iom a th ém a t iq u e s -B io s t a t i s t iq u e s D r. M . H am am d a 1 6 / 4 4



C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

1 . N o t io n s d e fo n c t io n
2 . L im it e s
3 . Fo n c t io n s c o n t in u e s
4 . Fo n c t io n s d é r iva b le s
5 . Fo n c t io n s u s u e l l e s

2.1. Limite d�une fonction

Soit f : E ! R (E � R). Soient x0 2 R un point de E, l 2 R.

Limite en un point

On dit que f a pour limite l en x0 si

8" > 0;9� > 0;8x 2 E : jx� x0j < � =) jf(x)� lj < "

On dit aussi que f tend vers l lorsque x tend vers x0:

On note alors lim
x!x0

f(x) = l ou bien f(x) !
x!x0

l

C o u r s d e B iom a th ém a t iq u e s -B io s t a t i s t iq u e s D r. M . H am am d a 1 6 / 4 4



C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

1 . N o t io n s d e fo n c t io n
2 . L im it e s
3 . Fo n c t io n s c o n t in u e s
4 . Fo n c t io n s d é r iva b le s
5 . Fo n c t io n s u s u e l l e s

2.1. Limite d�une fonction

Limite en un point

C o u r s d e B iom a th ém a t iq u e s -B io s t a t i s t iq u e s D r. M . H am am d a 1 7 / 4 4



C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

1 . N o t io n s d e fo n c t io n
2 . L im it e s
3 . Fo n c t io n s c o n t in u e s
4 . Fo n c t io n s d é r iva b le s
5 . Fo n c t io n s u s u e l l e s

2.1. Limite d�une fonction

Remarque

De la même manière, on dé�nit les limites:

lim
x!x0

f(x) = +1

lim
x!x0

f(x) = �1

lim
x!�1

f(x) = l:

lim
x!�1

= �1

C o u r s d e B iom a th ém a t iq u e s -B io s t a t i s t iq u e s D r. M . H am am d a 1 8 / 4 4



C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

1 . N o t io n s d e fo n c t io n
2 . L im it e s
3 . Fo n c t io n s c o n t in u e s
4 . Fo n c t io n s d é r iva b le s
5 . Fo n c t io n s u s u e l l e s

2.1. Limite d�une fonction

Remarque

De la même manière, on dé�nit les limites:

lim
x!x0

f(x) = +1

lim
x!x0

f(x) = �1

lim
x!�1

f(x) = l:

lim
x!�1

= �1

C o u r s d e B iom a th ém a t iq u e s -B io s t a t i s t iq u e s D r. M . H am am d a 1 8 / 4 4



C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

1 . N o t io n s d e fo n c t io n
2 . L im it e s
3 . Fo n c t io n s c o n t in u e s
4 . Fo n c t io n s d é r iva b le s
5 . Fo n c t io n s u s u e l l e s

2.1. Limite d�une fonction

Remarque

De la même manière, on dé�nit les limites:

lim
x!x0

f(x) = +1

lim
x!x0

f(x) = �1

lim
x!�1

f(x) = l:

lim
x!�1

= �1

C o u r s d e B iom a th ém a t iq u e s -B io s t a t i s t iq u e s D r. M . H am am d a 1 8 / 4 4



C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

1 . N o t io n s d e fo n c t io n
2 . L im it e s
3 . Fo n c t io n s c o n t in u e s
4 . Fo n c t io n s d é r iva b le s
5 . Fo n c t io n s u s u e l l e s

2.1. Limite d�une fonction

Remarque

De la même manière, on dé�nit les limites:

lim
x!x0

f(x) = +1

lim
x!x0

f(x) = �1

lim
x!�1

f(x) = l:

lim
x!�1

= �1

C o u r s d e B iom a th ém a t iq u e s -B io s t a t i s t iq u e s D r. M . H am am d a 1 8 / 4 4



C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

1 . N o t io n s d e fo n c t io n
2 . L im it e s
3 . Fo n c t io n s c o n t in u e s
4 . Fo n c t io n s d é r iva b le s
5 . Fo n c t io n s u s u e l l e s

2.2. Opérations sur les limites

Proposition

Soit f; g : E � R! R; lim
x!x0

f(x) = l1; lim
x!x0

g(x) = l2

1 lim
x!x0

[f(x) + g(x)] = l1 + l2

2 lim
x!x0

�f(x) = �l

3 lim
x!x0

[f(x):g(x)] = l1:l2

4 lim
x!x0

f(x)
g(x) =

l1
l2
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2.2. Opérations sur les limites

Remarque

Il y a des situations où l�on ne peut rien dire sur les limites. Par
exemple si lim

x!x0
f = +1 et lim

x!x0
g = �1 alors on ne peut a priori

rien dire sur la limite de f + g

Ces situations sont dites: formes indéterminées.

Les formes indéterminées F.I : +1�1 0:1 1
1

0
0

11 et 10:

Exemple

lim
x!a

x2�a2
x3�a3 =

0
0 (F.I)

lim
x!a

x2�a2
x3�a3 = lim

x!a

(x�a)(x+a)
(x�a)(x2+ax+a2) =

2
3a :
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1 Chapitre 1: Fonction réelle d�une variable réelle
1. Notions de fonction
2. Limites
3. Fonctions continues
4. Fonctions dérivables
5. Fonctions usuelles
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3.1. Continuité en un point

Soit Iun intervalle de R et soit f : I ! R une fonction.

Dé�nition

On dit que f est continue en un point x0 2 I si

8" > 0;9� > 0;8x 2 I : jx� x0j < � =) jf(x)� f(x0)j < "

Autrement dit: si f admet une limite en x0 alors

lim
x!x0

f(x) = f(x0):

On dit que f est continue sur l�intervale I si elle est continue en
tout point de I.

C o u r s d e B iom a th ém a t iq u e s -B io s t a t i s t iq u e s D r. M . H am am d a 2 2 / 4 4



C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

1 . N o t io n s d e fo n c t io n
2 . L im it e s
3 . Fo n c t io n s c o n t in u e s
4 . Fo n c t io n s d é r iva b le s
5 . Fo n c t io n s u s u e l l e s

3.1. Continuité en un point

Soit Iun intervalle de R et soit f : I ! R une fonction.

Dé�nition

On dit que f est continue en un point x0 2 I si

8" > 0;9� > 0;8x 2 I : jx� x0j < � =) jf(x)� f(x0)j < "

Autrement dit: si f admet une limite en x0 alors

lim
x!x0

f(x) = f(x0):

On dit que f est continue sur l�intervale I si elle est continue en
tout point de I.

C o u r s d e B iom a th ém a t iq u e s -B io s t a t i s t iq u e s D r. M . H am am d a 2 2 / 4 4



C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

1 . N o t io n s d e fo n c t io n
2 . L im it e s
3 . Fo n c t io n s c o n t in u e s
4 . Fo n c t io n s d é r iva b le s
5 . Fo n c t io n s u s u e l l e s

3.1. Continuité en un point

Soit Iun intervalle de R et soit f : I ! R une fonction.

Dé�nition

On dit que f est continue en un point x0 2 I si

8" > 0;9� > 0;8x 2 I : jx� x0j < � =) jf(x)� f(x0)j < "

Autrement dit: si f admet une limite en x0 alors

lim
x!x0

f(x) = f(x0):

On dit que f est continue sur l�intervale I si elle est continue en
tout point de I.

C o u r s d e B iom a th ém a t iq u e s -B io s t a t i s t iq u e s D r. M . H am am d a 2 2 / 4 4



C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

1 . N o t io n s d e fo n c t io n
2 . L im it e s
3 . Fo n c t io n s c o n t in u e s
4 . Fo n c t io n s d é r iva b le s
5 . Fo n c t io n s u s u e l l e s

3.1. Continuité en un point

Intuitivement, une fonction est continue sur un intervalle, si on
peut tracer son graphe « sans lever le crayon » , c�est-à-dire si
elle n�a pas de saut.
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3.1. Continuité en un point

Exemple

Les fonctions suivantes sont continues:

Une fonction constante sur un intervalle.

La fonction racine carrée x!
p
x sur [0;+1[ :

Les fonction sinx et cosx sur R:
La fonction valeur absolue x! jxj sur R:
La fonction expx sur R:
La fonction lnx sur ]0;+1[ :

C o u r s d e B iom a th ém a t iq u e s -B io s t a t i s t iq u e s D r. M . H am am d a 2 4 / 4 4



C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

1 . N o t io n s d e fo n c t io n
2 . L im it e s
3 . Fo n c t io n s c o n t in u e s
4 . Fo n c t io n s d é r iva b le s
5 . Fo n c t io n s u s u e l l e s

3.1. Continuité en un point

Exemple

Les fonctions suivantes sont continues:

Une fonction constante sur un intervalle.

La fonction racine carrée x!
p
x sur [0;+1[ :

Les fonction sinx et cosx sur R:
La fonction valeur absolue x! jxj sur R:
La fonction expx sur R:
La fonction lnx sur ]0;+1[ :

C o u r s d e B iom a th ém a t iq u e s -B io s t a t i s t iq u e s D r. M . H am am d a 2 4 / 4 4



C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

1 . N o t io n s d e fo n c t io n
2 . L im it e s
3 . Fo n c t io n s c o n t in u e s
4 . Fo n c t io n s d é r iva b le s
5 . Fo n c t io n s u s u e l l e s

3.1. Continuité en un point

Exemple

Les fonctions suivantes sont continues:

Une fonction constante sur un intervalle.

La fonction racine carrée x!
p
x sur [0;+1[ :

Les fonction sinx et cosx sur R:

La fonction valeur absolue x! jxj sur R:
La fonction expx sur R:
La fonction lnx sur ]0;+1[ :

C o u r s d e B iom a th ém a t iq u e s -B io s t a t i s t iq u e s D r. M . H am am d a 2 4 / 4 4



C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

1 . N o t io n s d e fo n c t io n
2 . L im it e s
3 . Fo n c t io n s c o n t in u e s
4 . Fo n c t io n s d é r iva b le s
5 . Fo n c t io n s u s u e l l e s

3.1. Continuité en un point

Exemple

Les fonctions suivantes sont continues:

Une fonction constante sur un intervalle.

La fonction racine carrée x!
p
x sur [0;+1[ :

Les fonction sinx et cosx sur R:
La fonction valeur absolue x! jxj sur R:

La fonction expx sur R:
La fonction lnx sur ]0;+1[ :

C o u r s d e B iom a th ém a t iq u e s -B io s t a t i s t iq u e s D r. M . H am am d a 2 4 / 4 4



C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

1 . N o t io n s d e fo n c t io n
2 . L im it e s
3 . Fo n c t io n s c o n t in u e s
4 . Fo n c t io n s d é r iva b le s
5 . Fo n c t io n s u s u e l l e s

3.1. Continuité en un point

Exemple

Les fonctions suivantes sont continues:

Une fonction constante sur un intervalle.

La fonction racine carrée x!
p
x sur [0;+1[ :

Les fonction sinx et cosx sur R:
La fonction valeur absolue x! jxj sur R:
La fonction expx sur R:

La fonction lnx sur ]0;+1[ :

C o u r s d e B iom a th ém a t iq u e s -B io s t a t i s t iq u e s D r. M . H am am d a 2 4 / 4 4



C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

1 . N o t io n s d e fo n c t io n
2 . L im it e s
3 . Fo n c t io n s c o n t in u e s
4 . Fo n c t io n s d é r iva b le s
5 . Fo n c t io n s u s u e l l e s

3.1. Continuité en un point

Exemple

Les fonctions suivantes sont continues:

Une fonction constante sur un intervalle.

La fonction racine carrée x!
p
x sur [0;+1[ :

Les fonction sinx et cosx sur R:
La fonction valeur absolue x! jxj sur R:
La fonction expx sur R:
La fonction lnx sur ]0;+1[ :

C o u r s d e B iom a th ém a t iq u e s -B io s t a t i s t iq u e s D r. M . H am am d a 2 4 / 4 4



C h a p i t r e 1 : Fo n c t io n r é e l l e d �u n e va r ia b le r é e l l e

1 . N o t io n s d e fo n c t io n
2 . L im it e s
3 . Fo n c t io n s c o n t in u e s
4 . Fo n c t io n s d é r iva b le s
5 . Fo n c t io n s u s u e l l e s

3.2. Opérations sur les fonctions continues

Proposition

Soient f; g : I ! R deux fonctions continues en un point x0 2 I: Alors

�:f est continue en x0 (pour tout � 2 R).

f + g est continue en x0:

f � g est continue en x0:

Si f 6= 0; alors 1
f est continue en x0:
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1 Chapitre 1: Fonction réelle d�une variable réelle
1. Notions de fonction
2. Limites
3. Fonctions continues
4. Fonctions dérivables
5. Fonctions usuelles
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4.1. Dérivée d�une fonction

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I ! R une fonction. Soit x0 2 I

Dé�nition

f est dérivable en x0 si le taux d�accroissement
f(x)�f(x0)

x�x0 a
une limite �nie lorsque x tend vers x0: La limite s�appelle alors
le nombre dérivé de f en x0 et est noté f 0(x0)

f 0(x0) = lim
x!x0

f(x)� f(x0)
x� x0

:

fest dérivable sur I si elle est dérivable en tout point x0 de I. La
fonction x! f 0(x) est la fonction dérivée de f , notée f 0 ou df

dx :
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4.1. Dérivée d�une fonction

Exemple

La fonction dé�nie par f(x) = x2 est dérivable en tout point x0 de R:
En e¤et:

f(x)� f(x0)
x� x0

=
x2 � x20
x� x0

=
(x� x0)(x+ x0)

x� x0
= x+ x0

lim
x!x0

f(x)� f(x0)
x� x0

= 2x0:

On a même montré que le nombre dérivé de f en x0 est 2x0;
autrement dit: f 0(x) = 2x:
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4.1. Dérivée d�une fonction

Proposition

Soit I un intervalle ouvert, x0 2 I et soit f : I ! R une fonction.

Si f est dérivable en x0, alors elle est continue en x0:

Si f est dérivable sur I, alors elle est continue sur I:

Remarque

La réciproque est fausse: par exemple, la fonction valeur absolue
x! jxj est continue en 0 mais n�est pas dérivable en 0.
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4.2. Dérivée à droite et à gauche

Dé�nition

Si lim
x!
>
x0

f(x)�f(x0)
x�x0 existe et �nie, on dit que f est dérivable à

droite de x0. On note alors la dérivée à droite par f 0d(x0):

Si lim
x!
<
x0

f(x)�f(x0)
x�x0 existe et �nie, on dit que f est dérivable à

gauche de x0. On note alors la dérivée à gauche par f 0g(x0):

f est dérivable =) f 0d(x0) = f
0
g(x0):
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4.3. Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition

Soient f; g : I ! R deux fonctions dérivables sur I. Alors pour tout
x 2 I :

(f + g)0(x) = f 0(x) + g0(x);

(�f)0(x) = �f 0(x) où � est un réel �xé,

(f � g)0(x) = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x);
( 1f )

0(x) = � f 0(x)
f(x)2 si f(x) 6= 0;

( fg )
0(x) = f 0(x)g(x)�f(x)g0(x)

g(x)2 si g(x) 6= 0:

Ou d�une manière plus facile à mémoriser (f + g)0 = f 0 + g0; (�f)0 =
�f 0; (f � g)0 = f 0g + fg0; ( 1f )

0 = � f 0

f2 ; (
f
g )
0 = f 0g�fg0

g2 :
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4.4. Dérivée de fonctions usuelles

Le tableau de gauche est un résumé des principales formules à
connaître, x est une variable. Le tableau de droite est celui des
compositions, u est une fonction x! u(x):
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4.5. Composition

Proposition

Si f est dérivable en x et g est dérivable en f(x) alors g � f est
dérivable en x de dérivée:

(g � f)0(x) = g0(f(x)):f 0(x):

Corollaire

Soit I un intervalle ouvert, Soit f : I ! J une fonction dérivable et
bijective dont on note f�1 : J ! I la bijection réciproque. Si f 0 ne
s�annule pas sur I alors f�1 est dérivable et on a pour tout x 2 J :

(f�1)0(x) =
1

f 0(f�1(x))
:
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4.6. Dérivées successives

Dé�nition

Soit f : I ! R une fonction dérivable et soit f 0 sa dérivée.

Si la fonction f 0 est aussi dérivable on note f 00 = (f 0)0 la dérivée
seconde de f .

Plus généralement on note:

f (0) = f; f (1) = f 0; f (2) = f 00; f (3) = f 000; :::; f (n+1) = (f (n))0:

Si la dérivée ni�eme notée f (n) existe on dit que f est n fois
dérivable.
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4.6. Dérivées successives

Exemple

Soit f(x) = x4 � 3x3 + 2x� 1:

La fonction f est dé�nie, continue et dérivable sur R:
Alors:

f (1)(x) = 4x3 � 9x2 + 2

f (2)(x) = 12x2 � 18x

f (3)(x) = 24x� 18

f (4)(x) = 24

f (n)(x) = 0;8n � 5:
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4.6. Dérivées successives

Formule de Leibniz

(f:g)(n) = f (n):g+

�
n
1

�
f (n�1):g(1)+:::+

�
n
k

�
f (n�k):g(k)+:::+f:g(n)

autrement dit:

(f:g)(n) =
nX
k=0

�
n
k

�
f (n�k):g(k):

Exemple

Pour n = 1; (f:g)(1) = f 0:g + f:g0:

Pour n = 2; (f:g)(2) = f 00g + 2f 0g0 + fg00:
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4.7. Règle de l�hospital

Théorème

Soient f; g : I ! R deux fonctions dérivables et soit x0 2 I: On
suppose que:

f(x0) = g(x0) = 0:

8x 2 Infx0g; g0(x) 6= 0:

Si

lim
x!x0

f 0(x)

g0(x)
= l

alors

lim
x!x0

f(x)

g(x)
= l:
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4.7. Règle de l�hospital

Exemple

Calculer la limite lim
x!1

ln(x2+x�1)
ln(x)

lim
x!1

ln(x2+x�1)
ln(x) = 0

0

f(x) = ln(x2 + x� 1); f(1) = 0; f 0(x) = 2x+1
x2+x�1

g(x) = ln(x); g(1) = 0; g0(x) = 1
x

Prenons I = ]0; 1] ; x0 = 1; alors g0 ne s�annule pas sur Inf1g
f 0(x)
g0(x) =

2x+1
x2+x�1 � x =

2x2+x
x2+x�1 !

x!1
3 alors f(x)

g(x) !x!1
3:
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1 Chapitre 1: Fonction réelle d�une variable réelle
1. Notions de fonction
2. Limites
3. Fonctions continues
4. Fonctions dérivables
5. Fonctions usuelles
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5.1. Fonction logarithme

Proposition

Il existe une unique fonction, notée ln : ]0;+1[! R telle que:

ln0 x =
1

x
;8x 2 0;+1[; ln(1) = 0:

De plus cette fonction véri�e (pour tout a; b > 0) :

ln(a� b) = ln a+ ln b;

ln( 1a ) = � ln a;
ln(an) = n ln a; pour tout n 2 N;
ln est une fonction continue, strictement croissante et dé�nit une
bijection de [0;+1[ sur R;
lim

x!+1
lnx = +1; lim

x!0
lnx = �1; lim

x!0
x lnx = 0; lim

x!0

ln(1+x)
x = 1;

La fonction ln est concave et lnx � x+ 1 (pour tout x > 0):
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Proposition

Il existe une unique fonction, notée ln : ]0;+1[! R telle que:

ln0 x =
1

x
;8x 2 0;+1[; ln(1) = 0:

De plus cette fonction véri�e (pour tout a; b > 0) :

ln(a� b) = ln a+ ln b;
ln( 1a ) = � ln a;
ln(an) = n ln a; pour tout n 2 N;
ln est une fonction continue, strictement croissante et dé�nit une
bijection de [0;+1[ sur R;
lim

x!+1
lnx = +1; lim

x!0
lnx = �1; lim

x!0
x lnx = 0; lim

x!0

ln(1+x)
x = 1;

La fonction ln est concave et lnx � x+ 1 (pour tout x > 0):
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5.1. Fonction logarithme

Remarque

lnx s�appelle le logarithme naturel ou aussi logarithme néperien. Il
est caractérisé par ln e = 1. On dé�nit le logarithme en base a par
loga(x) =

ln x
ln a de sorte que loga(a) = 1:

Pour a = 10 on obtient le logarithme décimal log10 qui véri�e
log10(10) = 1 (et donc log10(10

n) = n): Dans la pratique on utilise

l�équivalence: x = 10y () y = log10(x):
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5.2. Fonction exponentielle

Dé�nition

La bijection réciproque de ln : ]0;+1[! R s�appelle la fonction
exponentielle, notée exp : R! ]0;+1[ :
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5.2. Fonction exponentielle

Proposition

La fonction exponentielle véri�e les propriétés suivantes:

exp(lnx) = x pour tout x > 0 et ln(expx) = x pour tout x 2 R;

exp(a+ b) = exp a� exp b;
exp(nx) = (expx)n;

exp : R! ]0;+1[ est une fonction continue, strictement
croissante,

lim
x!�1

expx = 0; lim
x!+1

expx = +1; lim
x!+1

exp x
x = +1;

La fonction exponentielle est dérivable et exp0 x = expx pour
tout x 2 R: Elle est convexe et expx � 1 + x:
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5.3. La fonction puissance

Dé�nition

On dé�nit pour a < 0 et b 2 R

ab = exp(b ln a):

Remarque
p
a = a

1
2 = exp( 12 ln a) (la racine carrée de a),

n
p
a = a

1
n = exp( 1n ln a) (la racine n

i�eme de a),

On note aussi expx par ex ce qui se justi�e par le calcul
ex = exp(x ln e) = expx;

Les fonctions x! ax s�appellent aussi des fonctions
exponentielles et se ramènent systématiquement à la fonction
exponentielle classique par l�égalité ax = exp(x ln a): Il ne faut
surtout pas les confondre avec les fonctions puissances x! xa:
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