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Biomathématique

Q@ La biomathématique sous-entend 1’association de deux
sciences: la biologie et les mathématiques.
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Biomathématique

Q@ La biomathématique sous-entend 1’association de deux
sciences: la biologie et les mathématiques.

@ De fagon précise, les biomathématiques sont constituées
par I’ensemble des méthodes et techniques
mathématiques, numériques et informatiques qui
permettent d’étudier et de modéliser les phénomeénes et
processus biologiques.

Cours de Biomathématiques tatistiques Dr. M. Hamamda



Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

@ Chapitre 1: Fonction réelle d’'une variable réelle
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons donner une présentation
générale de I’étude d’une fonction réelle & une variable
réelle, nous allons aussi introduire les notions:

o Limite
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons donner une présentation
générale de I’étude d’une fonction réelle & une variable
réelle, nous allons aussi introduire les notions:

o Limite
o Continuité

o Dérivabilité...
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. Notions de fonction
Limite
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3 onctions continues

@ Chapitre 1: Fonction réelle d’'une variable réelle
o 1. Notions de fonction
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. Notions de fonction
Limites
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

1. Notions de fonction

@ Soit E une partie non vide de R (& # E C R), ou R est
I’ensemble des nombres réelles. On appelle fonction d’une
variable réelle a valeurs réelles toute application

f: E—R
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. Notions de fonction
Limites
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

1. Notions de fonction

@ Soit E une partie non vide de R (& # E C R), ou R est
I’ensemble des nombres réelles. On appelle fonction d’une
variable réelle a valeurs réelles toute application

f: E—R

@ On appelle E le domaine de définition de la fonction f.
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. Notions de fonction

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

1. Notions de fonction

Le graphe d’une fonction f : E — R est la partie I'; de R? définie par
Iy = {(z, f(z))/x € E}

Cours de Biomathématiques-Biostatistiques Dr. M. Hamam



. Notions de fonction
Limites
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3 onctions continues
tions dérivables
Fonctions usuelles

1. Notions de fonction

e La fonction inverse f: ]|—o0,0[U]0, +oo] — R

z — +
xr
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. Notions de fonction
Limites
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

1. Notions de fonction

emple

e La fonction inverse f: ]|—o0,0[U]0, +oo] — R
r— 1

o Le graphe de cette fonction est donné par la figure

=
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. Notions de fonction
Limites

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

Fonction ontinues
For lérivables
Fonctic suelles

1.1. Parité et périodicité

Soit f une fonction définie sur I C R, f: I C R — R (I est symétrique
par rapport a l’origine 0)

Fonction paire

o La fonction f est dite paire si f(—z) = f(z),Vz € I.

Les fonctions: © — 22

, & — cos(x) sont paires.
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. Notions de fonction
Limites

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

Fonction ontinues
For lérivables
Fonctic suelles

1.1. Parité et périodicité

Soit f une fonction définie sur I C R, f: I C R — R (I est symétrique
par rapport a l’origine 0)

Fonction paire

o La fonction f est dite paire si f(—z) = f(z),Vz € I.

o Graphiquement, f est paire si et seulement si son graphe est
symétrique par rapport a 'axe des ordonnées.

Les fonctions: z — 22

, & — cos(x) sont paires.
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. Notions de fonction

Limites
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle Fonction ontinues
For lérivables
Fonctic suelles

1.1. Parité et périodicité

Fonction impaire

o La fonction f est dite impaire si f(—z) = —f(z),Vz € I.

Les fonctions: = — 23

, & — tan(z) sont impaires.
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. Notions de fonction

Limites
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle Fonction ontinues
For lérivables
Fonctic suelles

1.1. Parité et périodicité

Fonction impaire

o La fonction f est dite impaire si f(—z) = —f(z),Vz € I.

o Graphiquement, f est impaire si et seulement si son graphe est
symétrique par rapport & l'origine.

Les fonctions: z — 23

, & — tan(z) sont impaires.
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1. Notions de fonction
2. Limites

3. Fonctions continues
1. For lérivables
5. Fonctic suelles

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

1.1. Parité et périodicité

Fonction périodique

o La fonction [ est dite périodique s’il existe 1" > 0 telque

f@+T) = f(=).

Les fonctions cosx et sinz sont 2m-périodiques
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. Notions de fonction
Limites
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3. Fonction ontinues
For lérivables
Fonctic suelles

1.1. Parité et périodicité

Fonction périodique

o La fonction [ est dite périodique s’il existe 1" > 0 telque
fz+T) = f(x).
o Graphiquement, f est périodique de période T si et seulement si

= =
son graphe est invariant par la translation de vecteur 7" i , ou 4
est le premier vecteur de coordonnées.

Les fonctions cosx et sinz sont 2m-périodiques
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

1.2. Fonction monotone

Soit f: ECR — R.

o [ est dite croissante (resp. strictement croissante) sur E si:
V(z,y) € B2 3 <y — f(x) < [(y)

(resp. ¥(z,y) € E? 1z <y = f(z) < f(y)).
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

1.2. Fonction monotone

Soit f: ECR — R.

o f est dite croissante (resp. strictement croissante) sur E si:
V(z,y) € B* 1z <y = f(x) < f(y)

(resp. ¥(z,y) € E? 1z <y = f(z) < f(y)).

o f est dite décroissante (resp. strictement décroissante) sur E si:
V(z,y) € B 1z <y = f(z) > f(y)

(resp. Y(z,y) € E? 1z <y = f(x) > f(y)).
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

1.2. Fonction monotone

Soit f: ECR — R.
o f est dite croissante (resp. strictement croissante) sur E si:

V(z,y) € B* 1z <y = f(x) < f(y)
(resp. ¥(z,y) € E* : 2 <y = f(z) < f(1))-
o f est dite décroissante (resp. strictement décroissante) sur E si:
V(z,y) € E? ;2 <y = f(z) > f(y)

(resp. Y(z,y) € E? 1z <y = f(x) > f(y)).

@ [ est monotone (resp. strictement monotone) sur E si elle est
croissante ou décroissante (resp. strictement croissante ou

strictement décroissante)

tatistiques Dr. M. Hamamda 12/44
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1. Notions de fonction

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

réciproque

Soit f : E — F' une fonction, ot E et F' sont deux parties de R.

o f est injective si Vz, 2’ € E, f(z) = f(2') = = = 2.

Cours de Biomathématiques-Biostatistique Dr. M. Hamamda 13/44



1. Notions de fonction

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

réciproque

Soit f : E — F' une fonction, ot E et F' sont deux parties de R.

o f est injective si Vz, 2’ € E, f(z) = f(2') = = = 2.

o f est surjectivesi Vy € F,3z € E:y = f(x).

Cours de Biomathématiques-Biostatistique Dr. M. Hamamda 13/44



1. Notions de fonction

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

réciproque

Soit f : E — F' une fonction, ot E et F' sont deux parties de R.

o f est injective si Vz, 2’ € E, f(z) = f(2') = = = 2.

o f est surjectivesi Vy € F,3z € E:y = f(x).

o [ est bijective si elle est a la fois injective et surjective, c-a-d:
Vye F,lz € E:y= f(x).
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1. Notions de fonction
2. Limites
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

Fo
4. Fonc
5. For

1.3. Injection, surjection, bijection et fonction
réciproque

Proposition

@ Si f: E — F est une fonction bijective alors il existe une unique
application g : F' — F telle que
go f=1dg
et
feog=Idp
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1. Notions de fonction
2. Limites
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

Fo
4. Fonc
5. For

1.3. Injection, surjection, bijection et fonction
réciproque

Proposition

@ Si f: E — F est une fonction bijective alors il existe une unique
application g : F' — F telle que
go f=1dg
et
feog=Idp

e La fonction g est la bijection réciproque de f notée f~1.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

@ Chapitre 1: Fonction réelle d’'une variable réelle

@ 2. Limites
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

2.1. Limite d’une fonction

Soit f: F— R (E C R). Soient 2y € R un point de F, [ € R.
Limite en un point

@ On dit que f a pour limite [ en z( si

Ve>0,3a>0,Vz e F: |z —xo| <a=|f(z) -1 <e
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

2.1. Limite d’une fonction

Soit f: F— R (E C R). Soient 2y € R un point de F, [ € R.
Limite en un point

@ On dit que f a pour limite [ en z( si

Ve>0,3a>0,Vz e F: |z —xo| <a=|f(z) -1 <e

@ On dit aussi que [ tend vers [ lorsque = tend vers x.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

2.1. Limite d’une fonction

Soit f: F— R (E C R). Soient 2y € R un point de F, [ € R.
Limite en un point

@ On dit que f a pour limite [ en z( si

Ve>0,3a>0,Vz e F: |z —xo| <a=|f(z) -1 <e

@ On dit aussi que [ tend vers [ lorsque = tend vers x.

e On note alors lim f(x) =1 ou bien f(z) — I
T— T

T—x0
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Notions de fonction
Limit

d’une variable réelle 3. Fonctions
Fonction
Fonctions

Chapitre 1: Fonction réelle

2.1. Limite d’une fonction
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e fonction
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

Fonctions

2.1. Limite d’une fonction

Remarque

De la méme maniére, on définit les limites:

o lim f(z) = +o0
r—2x

Cours de Biomathématiques-Biostatistiques Dr. M. Hamamda




otions de fonction
Limites
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

2.1. Limite d’une fonction

Remarque

De la méme maniére, on définit les limites:

o lim f(z) = +o0
r—2x

o lim f(z) = —o0
r—2x
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otions de fonction
Limites
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3. Fonction ontinues
lérivables
suelles

2.1. Limite d’une fonction

Remarque

De la méme maniére, on définit les limites:

o lim f(z) = +o0
T— T

o lim f(z) = —o0
T— T

o lim f(z)=1L.

z—+oo
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otions de fonction
Limites
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3. Fonction ontinues
lérivables
suelles

2.1. Limite d’une fonction

Remarque

De la méme maniére, on définit les limites:

o lim f(z) = +o0
T— T

o lim f(z) = —o0
T— T

® LE A =k

o lim =+4o0
r—+oo
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

2.2. Opérations sur les limites

Proposition

Soit f,g: ECR—R, lim f(z) =1, lim g(z) =1
0 T—0

T—T

Q@ lim [f(2)+g(2)] =k +12

T—xo
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

2.2. Opérations sur les limites

Proposition

Soit f,g: ECR—R, lim f(z) =1, lim g(z) =1
0 T—0

T—T

Q@ lim [f(2)+g(2)] =k +12

T—xo

Q lim Af(x) =\

T—T0
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

2.2. Opérations sur les limites

Proposition

Soit f,g: ECR—R, lim f(z) =1, lim g(z) =1
0 T—0

T—T

Q@ lim [f(2)+g(2)] =k +12

T—xo

Q lim Af(x) =\

T—T0

Q lim [f(z).9(z)] =11l

T—xo
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

2.2. Opérations sur les limites

Proposition

Soit f,g: ECR—R, lim f(z) =1, lim g(z) =1
0 T—0

T—T

Q@ lim [f(2)+g(2)] =k +12

T—xo

Q lim Af(x) =\

T—T0

Q lim [f(z).9(z)] =11l

T—xo

Q lim{® 4

Tr—T g(a:) l2
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otions de fonction
Limites
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3. Fonctions continues

2.2. Opérations sur les limites

Remarque

o Il y a des situations ot I’on ne peut rien dire sur les limites. Par

exemple si lim f = 400 et lim g = —oo alors on ne peut a priori
T—ITo T—x0

rien dire sur la limite de f + ¢
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otions de fonction
Limites
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3. Fonctions continues

2.2. Opérations sur les limites

Remarque

o Il y a des situations ot I’on ne peut rien dire sur les limites. Par

exemple si lim f = 400 et lim g = —oo alors on ne peut a priori
T—ITo T—x0

rien dire sur la limite de f + ¢

o Ces situations sont dites: formes indéterminées.
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otions de fonction
Limites
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3. Fonctions continues

2.2. Opérations sur les limites

Remarque

o Il y a des situations ot I’on ne peut rien dire sur les limites. Par

exemple si lim f = 400 et lim g = —oo alors on ne peut a priori
T—ITo T—x0

rien dire sur la limite de f + ¢

o Ces situations sont dites: formes indéterminées.

olo

o Les formes indéterminées F.I : +00 — oo 0.00 g
1% et o0?.
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otions de fonction
Limites
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3. Fonctions continues

2.2. Opérations sur les limites

Remarque

o Il y a des situations ot I’on ne peut rien dire sur les limites. Par
exemple si lim f = 400 et lim g = —oo alors on ne peut a priori

T—T0 T—x0

rien dire sur la limite de f + ¢

o Ces situations sont dites: formes indéterminées.

olo

o Les formes indéterminées F.I : +00 — oo 0.00 g
1% et o0?.
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otions de fonction
Limites
Fonctions continues

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

2.2. Opérations sur les limites

Remarque
o Il y a des situations ot I’on ne peut rien dire sur les limites. Par
exemple si lim f = 400 et lim g = —oo alors on ne peut a priori
T—ITo T—x0

rien dire sur la limite de f + ¢
o Ces situations sont dites: formes indéterminées.

olo

o Les formes indéterminées F.I : +00 — oo 0.00 g
1% et o0?.

: 22 —q? _ 0
° il—rgﬁ*“a = 5 (F.I)

s x?—a® _ s (z—a)(z+a) - 2
C aljligaﬁfa:* - ;ll_,nz(zfa)(a:QJranraQ) ~ 3a°

M. Hamamda
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on

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3. Fonctions continues

dérivab

@ Chapitre 1: Fonction réelle d’'une variable réelle

@ 3. Fonctions continues
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

3.1. Continuité en un point

Soit [un intervalle de R et soit f : I — R une fonction.

@ On dit que f est continue en un point =y € I si

Ve > 0,da > 0,Vx € I :

z—1xo| <a=|f(z) — f(zo)| <e
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

3.1. Continuité en un point

Soit [un intervalle de R et soit f : I — R une fonction.

Définition

@ On dit que f est continue en un point =y € I si

Ve > 0,da > 0,Vx € I :

x—xo| < o= |f(z) — f(zo)| <¢
o Autrement dit: si [ admet une limite en x( alors

lim f(z) = f(xo).

T— T
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

onctions

3.1. Continuité en un point

@ On dit que f est continue en un point =y € I si
Ve>0,3a >0,V €1 : |z —x9| <a= |f(x) — f(zo)| <€
o Autrement dit: si [ admet une limite en x( alors

lim f(z) = f(xo).

T— T

@ On dit que f est continue sur l'intervale I si elle est continue en
tout point de I.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

3.1. Continuité en un point

o Intuitivement, une fonction est continue sur un intervalle, si on
peut tracer son graphe « sans lever le crayon », c’est-a-dire si
elle n’a pas de saut.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

3.1. Continuité en un point

o Intuitivement, une fonction est continue sur un intervalle, si on
peut tracer son graphe « sans lever le crayon », c’est-a-dire si
elle n’a pas de saut.

flxg)
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

3.1. Continuité en un point

ple

Les fonctions suivantes sont continues:

@ Une fonction constante sur un intervalle.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

3.1. Continuité en un point

ple

Les fonctions suivantes sont continues:

@ Une fonction constante sur un intervalle.

e La fonction racine carrée x — /x sur [0, +00].
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

3.1. Continuité en un point

ple

Les fonctions suivantes sont continues:

o Une fonction constante sur un intervalle.
e La fonction racine carrée x — /x sur [0, +00].

o Les fonction sin z et cos z sur R.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

3.1. Continuité en un point

ple

Les fonctions suivantes sont continues:

Une fonction constante sur un intervalle.

La fonction racine carrée @ — /z sur [0, +oo].

Les fonction sinx et cos z sur R.

o La fonction valeur absolue  — |z| sur R.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

3.1. Continuité en un point

ple

Les fonctions suivantes sont continues:

Une fonction constante sur un intervalle.

La fonction racine carrée @ — /z sur [0, +oo].

Les fonction sinx et cos z sur R.

La fonction valeur absolue = — |z| sur R.

La fonction exp = sur R.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

3.1. Continuité en un point

ple

Les fonctions suivantes sont continues:

Une fonction constante sur un intervalle.

La fonction racine carrée @ — /z sur [0, +oo].

Les fonction sinx et cos z sur R.

La fonction valeur absolue = — |z| sur R.

La fonction exp = sur R.

La fonction Inz sur |0, +oo| .
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

3.2. Opérations sur les fonctions continues

Soient f,g: I — R deux fonctions continues en un point zy € I. Alors

o \.f est continue en z( (pour tout A € R).
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

3.2. Opérations sur les fonctions continues

Soient f,g: I — R deux fonctions continues en un point zy € I. Alors

o \.f est continue en z( (pour tout A € R).

o [+ g est continue en x.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

3.2. Opérations sur les fonctions continues

Soient f,g: I — R deux fonctions continues en un point zy € I. Alors

o \.f est continue en z( (pour tout A € R).

o [+ g est continue en x.

@ f X g est continue en z.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

3.2. Opérations sur les fonctions continues

Soient f,g: I — R deux fonctions continues en un point zy € I. Alors

A.f est continue en zy (pour tout A € R).

()

f + g est continue en z.

(]

f % g est continue en x.

(]

Si f #0, alors if est continue en x.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

@ Chapitre 1: Fonction réelle d’'une variable réelle

@ 4. Fonctions dérivables
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.1. Dérivée d’une fonction

Soit [ un intervalle ouvert de R et [ : I — R une fonction. Soit xy € [

Définition

o f est dérivable en z si le taux d’accroissement %ﬁé“’) a
une limite finie lorsque = tend vers zy. La limite s’appelle alors

le nombre dérivé de | en z( et est noté f'(zg)

F(wo) = lim 28 = f(@0).

T—To r — X
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.1. Dérivée d’une fonction

Soit [ un intervalle ouvert de R et [ : I — R une fonction. Soit xy € [

o f est dérivable en z si le taux d’accroissement %ﬁé“’) a
une limite finie lorsque = tend vers zy. La limite s’appelle alors
le nombre dérivé de | en z( et est noté f'(zg)

(o) = Tim 28 = f(z0)

T—To r — X

o fest dérivable sur [ si elle est dérivable en tout point xy de I. La
fonction © — f’(z) est la fonction dérivée de f, notée [’ ou dar

Cours de Biomathématiques-Biostatistiques
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e fonction

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.1. Dérivée d’une fonction

La fonction définie par f(z) = 2 est dérivable en tout point z, de R.

En effet:
flx) = flxo)  2°—a3
r — X a r — X
(= 20)(z + 20)
B T — Xg
= T+

z)— f(z
i 1@ = I0) _
T—X0 r — X
On a méme montré que le nombre dérivé de [ en xg est 2z,
autrement dit: f/(z) = 2z.

M. Hamamda
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.1. Dérivée d’une fonction

Proposition

Soit I un intervalle ouvert, xy € I et soit f : I — R une fonction.

@ Si f est dérivable en x(, alors elle est continue en z.

”
Remarque

La réciproque est fausse: par exemple, la fonction valeur absolue
x — |z| est continue en 0 mais n’est pas dérivable en 0.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.1. Dérivée d’une fonction

Proposition

Soit I un intervalle ouvert, xy € I et soit f : I — R une fonction.

@ Si f est dérivable en x(, alors elle est continue en z.

@ Si f est dérivable sur I, alors elle est continue sur [.

”
Remarque

La réciproque est fausse: par exemple, la fonction valeur absolue
x — |z| est continue en 0 mais n’est pas dérivable en 0.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

on

e Si lim existe et finie, on dit que f est dérivable a

T—x
>

f(x)—f(z0)
T—Io

droite de (. On note alors la dérivée a droite par f/(z).
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

on

e Si lim existe et finie, on dit que f est dérivable a
r—Xo
>

f(x)—f(z0)
T—Io

droite de (. On note alors la dérivée a droite par f/(z).

e Si lim existe et finie, on dit que f est dérivable a

T—xo
<

f (@)= f(z0)
T—xo

gauche de 7. On note alors la dérivée & gauche par f; (o).
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

on

e Si lim existe et finie, on dit que f est dérivable a
r—Xo
>

f(@)—f(z0)
T—Io

droite de (. On note alors la dérivée a droite par f/(z).

e Si lim existe et finie, on dit que f est dérivable a

T—xo
<

f (@)= f(z0)
T—xo

gauche de 7. On note alors la dérivée & gauche par f; (o).

o f est dérivable = f/(v0) = f;(z0)-
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.3. Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition

Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables sur /. Alors pour tout
zel:

o (f+9)(x)=f'(z)+d(z),

Ou d’une maniére plus facile & mémoriser (f +g) = f'+ g, (\f) =
MO xg) =g+ ¢, () = ~f. (D) = L2
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.3. Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition

Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables sur /. Alors pour tout
zel:

°(f+9)’(<) f'(x) + g (x),
o (Af)(x) =Af'(x) on \ est un réel fixe,

Ou d’une maniére plus facile & mémoriser (f +g) = f'+ g, (\f) =
ML xg) =g+ ¢, () = ~f. (D) = P2
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.3. Opérations sur les fonctions dérivables

Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables sur /. Alors pour tout
zel:

° (f+9)(x)=f'(z)+d (x),

o (Af)(x) =Af'(x) on \ est un réel fixe,

o (f xg)(z) =f'(x)g(x) + f(x)g'(z),

Ou d’une maniére plus facile & mémoriser (f +g) = f'+ g, (\f) =
MO xg) =g+ ¢, () = ~f. (D) = DL
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.3. Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition

Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables sur /. Alors pour tout
zel:

o (f+9)(x )
) (z) = Af'(z) o \ est un réel fixé,

(A
° (fxyg)(x ): "(2)g(x) + f(2)d' (@),
(3)(m) = —£54 sl f(=) A0,

f'(x) +9' (),

Ou d’une maniére plus facile & mémoriser (f +g) = f'+ g, (\f) =
MO xg) =g+ ¢, () = ~f. (D) = DL
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

I
4. F
5. I

4.3. Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition

Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables sur /. Alors pour tout
zel:

o (f+g)(z)=Ff(z)+g (),

o (\f)(xz) =Af'(z) o X est un réel fixe,
o (f xg9)(z) = f'(x)g(z) + f(z)g'(z),

> (]f)/(T) = f( )2 si f(z) # 0,

o (Ly(s) = L@@ g gz) 20,

g

Ou d’une maniére plus facile & mémoriser (f +g) = f'+ g, (\f) =
MO xg) =g+ ¢, () = ~f. (D) = DL
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

1

4.

Notions

L
I
F
Fo

imite

4.4. Dérivée de fonctions usuelles

Le tableau de gauche est un résumé des principales formules &
connaitre, x est une variable. Le tableau de droite est celui des

compositions, u est une fonction  — wu(x).

Fonction Dérivée
xt nx"l (ned
1 |
x =z
= 11
VX 2 x
x ax®! (aeR)
ex ex
1
Inx T
cosx —-sinx
sinx CcosSx
2._ _1
E + = —
tanx 1+tan“x e

Cours de Biomathématiques-Biostatistiques

Fonction Dérivée
u" nu'u™1 (neZ)
1 _u
u u?

— 1u'
viu N
u® au'u®1l (eeR)
e u'e®
"

Inu T
cosu —u'sinu
sinu u'cosu

i 2 _ _u'
tanu u'(1+tan“u) o
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.5. Composition

Proposition

Si f est dérivable en x et g est dérivable en f(x) alors g o f est
dérivable en = de dérivée:

(g0 f)(z) =g (f()).f'(x).

Soit I un intervalle ouvert, Soit f : I — J une fonction dérivable et

bijective dont on note f~!:.J — I la bijection réciproque. Si f’ ne
s’annule pas sur I alors ! est dérivable et on a pour tout = € J :

Cours de Biomathématiques tatistiques Dr. M. Hamamda



Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.6. Dérivées successives

o Soit [ : I — R une fonction dérivable et soit [’ sa dérivée.

Cours de Biomathématiques-Biostatistiques Dr. M. Hamamda




Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.6. Dérivées successives

o Soit [ : I — R une fonction dérivable et soit [’ sa dérivée.

o Si la fonction f’ est aussi dérivable on note [/ = (f’)" la dérivée
seconde de f.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.6. Dérivées successives

Défini

o Soit [ : I — R une fonction dérivable et soit [’ sa dérivée.

o Si la fonction f’ est aussi dérivable on note [/ = (f’)" la dérivée
seconde de f.

o Plus généralement on note:

f.(()) _ f, f(1) _ flvf(Z) _ f‘//,f'w) _ f///,...,f(njq) _ (f'(”>)’.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.6. Dérivées successives

Définition

o Soit [ : I — R une fonction dérivable et soit [’ sa dérivée.

o Si la fonction f’ est aussi dérivable on note [/ = (f’)" la dérivée
seconde de f.

o Plus généralement on note:

f(O) _ fq f<1) _ f/=f(2) _ f//,f<3> _ f///?m‘f(njt'l) _ (f(n))/‘
o Si la dérivée n'“c notée f(™) existe on dit que f est n fois
dérivable.
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e fonction

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle
tions d
Fonctions usuelle

4.6. Dérivées successives

e Soit f(z) = 2* —32% + 22 — 1.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.6. Dérivées successives

e Soit f(z) = 2* —32% + 22 — 1.

o La fonction [ est définie, continue et dérivable sur R.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.6. Dérivées successives

e Soit f(z) = 2* —32% + 22 — 1.
o La fonction [ est définie, continue et dérivable sur R.

o Alors:
fm(:L') =42% — 922 + 2

f@(z) =122% — 18z
FO(z) = 24z — 18
fO(z) =24
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.6. Dérivées successives

Formule de Leibniz

P n r(n n r(n— n (n—k ¢ r (n
(f.9)™ = f >.g+( . >f< 1).g<1)+...+( " >f< . gW 4. +f.g™

autrement dit:

e Pour n=1,(f.9) = fl.g+ f.q.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.6. Dérivées successives

Formule de Leibniz

P n r(n n r(n— n (n—k ¢ r (n
(f.9)™ = f >.g+( . >f< 1).g<1)+...+( " >f< . gW 4. +f.g™

autrement dit:

e Pour n=1,(f.9) = fl.g+ f.q.
e Pour n =2,(f.9)® = f"g+2f'g' + fg".
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.7. Regle de I'hospital

Théoréme

Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables et soit o € 1. On
suppose que:

o f(xo) = g(zo) = 0.

Si

lim - =

z—wo g' ()
alors

T—To g(.L)
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.7. Regle de I'hospital

Théoréme

Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables et soit o € 1. On
suppose que:

o f(xo) = g(zo) = 0.
o Vo € I\{zo},¢'(z) #0.

> f'(z)
7

lim - =
T g’(;L')

alors
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.7. Regle de I’hospital

Calculer la limite lim1 In(z
xTr—

. In(z®4z—1) _ 0
o lim In(x) — 0

rz—1
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.7. Regle de I’hospital

Calculer la limite lim1 In(z
xTr—

. In(z®4z—1) _ 0
o lim In(x) — 0

rz—1

o f(@) =In(@?+a —1), f(1) = 0, f'(w) = 2L
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.7. Regle de I'hospital

In(z?+x—1)

Calculer la limite lim1 Tn(z)

0 ln(a‘,2+x71) 0
o lim In(x) — 0

rz—1

o J(@) =In(e? +x — 1), f(1) = 0, f'(z) = ;2221
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.7. Regle de I'hospital

Calculer la limite lim1 111(111(%1)—1)

. In(z®4z—1) _ 0
o lim In(x) — 0

rz—1

o f(z) =In(a® + 3 — 1), f(1) = 0, f'(z) = 2241,

(- g(L) = lll(l)g(l) — Og/(L) _ %
@ Prenons I =0, 1], 29 = 1, alors ¢’ ne s’annule pas sur 7\{1}

Dr. M. Hamamda
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

4.7. Regle de I'hospital

Calculer la limite lim1 111(111(%1)—1)

. In(z®4z—1) _ 0
o lim In(x) — 0

rz—1

o fz) =ln(@®+z —1),f(1) =0, f'(z) = ;7E;
) g(L) = lll(l)g(l) — Og/(L) _ %
e Prenons I = |0,1] 29 = 1, alors ¢’ ne s’annule pas sur I\{1}

f(z) <
g(z) I,jl 3.

@) _ _2x+1
g'(z) = z24z—1

X T =

2x2+:r, q
— 3 alors
z24+x—1 g |
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

onct déri
. Fonctions usue

@ Chapitre 1: Fonction réelle d’'une variable réelle

@ 5. Fonctions usuelles

Cours de Biomathématiques-Biostatistiques Dr. M. Hamam



e fonction
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3 onctions continues

5. Fonctions usuelle

5.1. Fonction logarithme

Propos N

11 existe une unique fonction, notée In : |0, +00[ — R telle que:
p 1
In"z = —,Vz € 0,4+00[,In(1) = 0.
x

De plus cette fonction vérifie (pour tout a,b > 0) :

@ In(a xb) =Ina+Inb,
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e fonction
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3 onctions continues

5. Fonctions usuelle

5.1. Fonction logarithme

Propos N

11 existe une unique fonction, notée In : |0, +00[ — R telle que:
p 1
In"z = —,Vz € 0,4+00[,In(1) = 0.
x

De plus cette fonction vérifie (pour tout a,b > 0) :

@ In(a xb) =Ina+Inb,

° ln(é) = —Ina,
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ions de fonc
2. Limites
Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3 on

5.1. Fonction logarithme

Proposit

11 existe une unique fonction, notée In : |0, +00[ — R telle que:
p 1
In"z = —,Vz € 0,4+00[,In(1) = 0.
x

De plus cette fonction vérifie (pour tout a,b > 0) :
@ In(a xb) =Ina+Inb,
° ln(é) = —Ina,

e In(a"”) =nlna, pour tout n € N,
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

5.1. Fonction logarithme

Proposition

11 existe une unique fonction, notée In : |0, +00[ — R telle que:
p 1
In"z = —,Vz € 0,4+00[,In(1) = 0.
x

De plus cette fonction vérifie (pour tout a,b > 0) :

@ In(a xb) =Ina+Inb,
° ln(é) = —Ina,
@ In(a™) =nlna, pour tout n € N,

@ In est une fonction continue, strictement croissante et définit une
bijection de [0, +o0[ sur R,
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

5.1. Fonction logarithme

11 existe une unique fonction, notée In : |0, +00[ — R telle que:
p 1
In"z = —,Vz € 0,4+00[,In(1) = 0.
x

De plus cette fonction vérifie (pour tout a,b > 0) :
@ In(a xb) =Ina+Inb,
ln(é) = —Ina,

In(a™) =nlna, pour tout n € N,

(]

In est une fonction continue, strictement croissante et définit une
bijection de [0, +o0[ sur R,

. . . . In(l4=
lim Inz =400, limInx = —o0, limzlnz = 0, lim M =1,
T— 00 Tz—0 z—0 z—0 &
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

5.1. Fonction logarithme

Proposition

11 existe une unique fonction, notée In : |0, +00[ — R telle que:
p 1
In"z = —,Vz € 0,4+00[,In(1) = 0.
x

De plus cette fonction vérifie (pour tout a,b > 0) :
@ In(a xb) =Ina+Inb,
ln(é) = —Ina,

In(a™) =nlna, pour tout n € N,

In est une fonction continue, strictement croissante et définit une
bijection de [0, +o0[ sur R,

(]

. . . . In(l4=
@ lim Inz=+o0,limlnz = —oc0, limzInz =0, lim M =1,
T— 00 Tz—0 z—0 z—0 &

e La fonction In est concave et Inxz < z + 1 (pour tout z > 0).
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle
lérivables
1suelles

5.1. Fonction logarithme

Remarque

In x s’appelle le logarithme naturel ou aussi logarithme néperien. Il
est caractérisé par Ine = 1. On définit le logarithme en base a par
log,(z) = *£  de sorte que log,(a) = 1.

Pour a = 10 on obtient le logarithme décimal log,, qui vérifie
log,,(10) = 1 (et donc log,,(10™) = n). Dans la pratique on utilise

I'équivalence: © = 10Y <= y = log;,(x).
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

5.2. Fonction exponentielle

on

La bijection réciproque de In : |0, +00[ — R s’appelle la fonction
exponentielle, notée exp : R — |0, +o0 .

¥ expx
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e fonction

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3 onctions continues

5. Fonctions usuelles

5.2. Fonction exponentielle

Proposition

La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes:

o exp(lnz) = = pour tout z > 0 et In(expz) = z pour tout z € R,
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e fonction

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3 onctions continues

5. Fonctions usuelles

5.2. Fonction exponentielle

Proposition

La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes:

o exp(lnz) = = pour tout z > 0 et In(expz) = z pour tout z € R,

@ exp(a+b) =expa X expb,
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e fonction

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3 onctions continues

5. Fonctions usuelles

5.2. Fonction exponentielle

Proposition

La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes:
o exp(lnz) = = pour tout z > 0 et In(expz) = z pour tout z € R,
@ exp(a+b) =expa X expb,

e exp(nz) = (expz)”,
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e fonction

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3 onctions continues

5. Fonctions usuelles

5.2. Fonction exponentielle

Proposition

La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes:

o exp(lnz) = = pour tout z > 0 et In(expz) = z pour tout z € R,
@ exp(a+b) =expa X expb,
e exp(nz) = (expz)”,

exp : R — |0, +00| est une fonction continue, strictement
croissante,
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e fonction

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3 onctions continues

5. Fonctions usuelles

5.2. Fonction exponentielle

Proposition

La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes:

o exp(lnz) = = pour tout z > 0 et In(expz) = z pour tout z € R,

@ exp(a+b) =expa X expb,

e exp(nz) = (expz)”,

@ exp: R — |0, +00[ est une fonction continue, strictement
croissante,

° :I:EIEIOO expx =0, JEIEQO expx = +00, ,Eﬁlxm = +o00,
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e fonction

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3 onctions continues

5. Fonctions usuelles

5.2. Fonction exponentielle

Proposition

La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes:

o exp(lnz) = = pour tout z > 0 et In(expz) = z pour tout z € R,

@ exp(a+b) =expa X expb,

e exp(nz) = (expz)”,

@ exp: R — |0, +00[ est une fonction continue, strictement
croissante,

o lim expzr =0, lim expz = +oco, lim ZLZ = 400,
T——00 r—+00 r—+00

o La fonction exponentielle est dérivable et exp’ x = exp x pour
tout z € R. Elle est convexe et expz > 1 + .
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e fonction

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3 onctions continues

5. Fonctions usuelles

5.3. La fonction puissance

Définition

On définit pour a < 0 et b € R

a® = exp(blna).

Remarque

o Va=az = exp(4 Ina) (la racine carrée de a),
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e fonction

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3 onctions continues

5. Fonctions usuelles

5.3. La fonction puissance

Définition

On définit pour a < 0 et b € R

a® = exp(blna).

Remarque

o Va=az = exp(4 Ina) (la racine carrée de a),

o Ya=aw = exp(+Ina) (la racine n*®™ de a),
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e fonction

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle 3 onctions continues

5. Fonctions usuelles

5.3. La fonction puissance

Définition

On définit pour a < 0 et b € R

a® = exp(blna).

Remarque

o Ja=az = exp(1Ina) (la racine carrée de a),
2

1 . 98
o {/a=ar =exp(+Ina) (la racine n**" de a),
@ On note aussi exp x par e” ce qui se justifie par le calcul
e® =exp(zlne) = expx,
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e fonction

Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle yntinues
rivables
5. Fonctions usuelles

5.3. La fonction puissance

Définition

On définit pour a < 0 et b € R

a® = exp(blna).

Remarque

o Va=az = exp(4 Ina) (la racine carrée de a),

o Ya=aw = exp(+ Ina) (la racine n**™¢ de a),

@ On note aussi exp x par e” ce qui se justifie par le calcul
e® =exp(zlne) = expx,

o Les fonctions x — a” s’appellent aussi des fonctions
exponentielles et se raménent systématiquement a la fonction
exponentielle classique par 1’égalité o = exp(xIna). Il ne faut
surtout pas les confondre avec les fonctions puissances x — x“.
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Chapitre 1: Fonction réelle d’une variable réelle

& s. Bénazth, et als. Biomathématiques, Analyse, Algebre,
probabilités, statistiques. Masson, Paris, 2001.
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