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Variables aléatoires

Exemple 1. On lance une piéce de monnaie 2 fois. Les résultats possibles sont

{PP,PF,FP et FF}. On définit une variable X représentant le nombre de
Piles P obtenues.

Alors les valeurs de X sont {0, 1 et 2}.
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Variables aléatoires

Variables aléatoires

Exemple 1. On lance une piéce de monnaie 2 fois. Les résultats possibles sont
{PP,PF,FP et FF}. On définit une variable X représentant le nombre de
Piles P obtenues.

Alors les valeurs de X sont {0, 1 et 2}.

Exemple 2. On lance un dé jusqu’a I'obtention d’un 6. Les résultats possibles
sont {6, (1,6), (2,6), ..., (5,6), (1,1,6), ..., (5,5,6)...}.

On définit une variable X représentant le nombre de lancers nécessaires
jusqu’a 'obtention d’un 6. Alors les valeurs de X sont {1,2,3,...} = N*.
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Variables aléatoires

Variables aléatoires

Soit (€2, P(€2),P) un espace probabilisé. On appelle variable aléatoire toute
application

X:0—R
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Variables aléatoires

Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

Définition

La variable aléatoire X est dite discréte si elle prend un nombre fini ou infini
dénombrable de valeurs.

Notation. Quand la v.a X prend la valeur x on écrit {X = 2} pour décrire
Pévénement {w € Q, X (w) =z} .

Exemple. Dans 'exemple 1 X = 0 correspond au cas ol on n’a pas de Piles
P cest a dire {X =0} = {FF} .

De méme {X =1} = {PF,FP}, et {X =2} = {PP}.
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Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

Loi de probabilité d’une variable aléatoire discréte
Définition

Soit X une v.a.d. On appelle loi de probabilité ou fonction de masse de la v.a.
X Tapplication

p: R —10,1]

z—p(x)=P(X ==x)

Propriété
Q@ VzeR p(x) >0
e Z.’L‘ERP(:L‘) =1
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Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

Fonction de répartition
Définition

Soit X une v.a. (discréte ou continue). On appelle fonction de répartition de la
v.a. X, la fonction F'y définie par

Fx :R —0,1]

z— P(X <)
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Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

Remarque

@ Si X est une v.a. est discréte alors

Fx(z)= Y P(X =u;)= Y p(a)

5 Ly by Ly

@ La fonction de répartition permet de déterminer la loi de probabilité de la
v.a. X. En effet,Vz; € X (Q)

P(X = 2)) = $P(X < 2) —~ TP(X <o) = Fx(ey) - Fx(o-1)

J 1

(Département de Méd e) Biostatistiques Dr. Meriem Bouhadjar



Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

Q@ VzeR 0< Fy(x) <1,(limy— oo Fx(z) = 0;limy_ o0 Fix(2) =1);
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Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

Q@ VzeR 0< Fy(x) <1,(limy— oo Fx(z) = 0;limy_ 4 o0 Fix(2) =1);
Q Siz <y alors Fx(x) < Fx(y);
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Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

Q@ VzeR 0< Fy(x) <1,(limy— oo Fx(z) = 0;limy_ 4 o0 Fix(2) =1);
Q Siz <y alors Fx(x) < Fx(y);

@ F'x est une fonction continue & droite
(Vo € R, limy,__ o+ Fx(x + h) = Fx(2));
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Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

Q@ VzeR 0< Fy(x) <1,(limy— oo Fx(z) = 0;limy_ 4 o0 Fix(2) =1);
Q Siz <y alors Fx(x) < Fx(y);

@ F'x est une fonction continue & droite
(Vo € R, limy,__ o+ Fx(x + h) = Fx(2));

Q Siz<yalors P(x < X <y) = Fx(y) — Fx(z)
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Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

Exercice 1. Une urne contient 5 boules portant les numéros suivants :
1,1,2,2 et 3. On extrait simultanément et au hasard deux boules de cette
urne. Soit X la variable aléatoire qui représente la somme des numéros des
deux boules tirées.

1. Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

2. Donner la fonction de répartition

3. Calculer P(X < 3) et P(2 < X <3).

4. Calculer I’espérance mathématiques et la variance de la variable aléatoire X.

(Département de Médecine) Biostatistiques Dr. Meriem Bouhadjar
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Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

1.
Q=

({11} {128 {127} {13}, {0, 2}, {1, 2} {1, 3}, {2, 2}, {2, 3}, {2/, 3}}
Q=C2=10

X(Q)={1+1=2,3,4,5}
On va calculer P (X =1),P(X =2),P(X =3),P(X =4)et P(X =5)

(X =k) = {we Q/X (w) =k} pour k =2

(X =2) = {{1,1'}} d'ou P(X =2) = L
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Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

(X 3) {1 € Q/X (w) =3} pour k=3
{{1,2},{1,2/},{1",2} ,{1",2'}} dou P (X = 3) = &

(X =3)=
alorsP(X 1):%etP(X:5)—%

Dr. Meriem Bouhadjar
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Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

0,z <2

%0,2§.7:<3
2. F(X)= %0+%;%,:5§J:<4
%+1iﬁ9+%:%,4§7:<5

f , : 2 _
wtiotigtig=Lr>5
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Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

Variables aléatoires discrétes (v.a.d.)

3. P(X<3)=P(X=2)=4%

P2<X<3)=P(X=2)+P(X=3)=4+4=3=1

4. L’espérence

E(X)=Yi kP(X=k)=25+34+4.3 +52 =3
La variance

Var (X) = B (X?) - [B(X)]?

E(X?) =Y KP(X=k)=22%5+32.4 1423 1522

B (X)]? = (38)°
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Variables aléatoires continues (v.a.c.)

Variables aléatoires continues (v.a.c.)

Une variable aléatoire réelle X est dite absolument continue si sa fonction de
répartition F'x(.) satisfait les deux conditions suivantes :

Q@ Fx est continue sur R
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Variables aléatoires

Variables aléatoires continues (v.a.c.)

Une variable aléatoire réelle X est dite absolument continue si sa fonction de
répartition F'x(.) satisfait les deux conditions suivantes :

@ F'x est continue sur R

@ [Fx est dérivable en tout point x € R sauf peut étre sur un ensemble fini
D.
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Variables aléatoires continues (v.a.c.)

Théoréme

Soit X une variable aléatoire absolument continue, de fonction de répartition
Fy , alors pour tout couple (a,b) € R? tel que a < b, on a

@ P(X=a)=0.
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Variables aléatoires continues (v.a.c.)

Théoréme

N
1’
\ |

Soit X une variable aléatoire absolument continue, de fonction de répartition
Fy , alors pour tout couple (a,b) € R? tel que a < b, on a

@ P(X=a)=0.
o IED(XE](L b))

=P(X €]a,b]) =P (X € [a,b]) = P(X € [a,}]) =
Fx(b) — Fx(a).
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Variables aléatoires continues (v.a.c.)

Théoréme

Soit X une variable aléatoire absolument continue, de fonction de répartition
Fy , alors pour tout couple (a,b) € R? tel que a < b, on a

@ P(X=a)=0.

@ P(X €ab) = P(X €a,b) = P(X € [a,b]) = P(X € [a,8]) =
Fx(b) — Fx(a).

Q@ P(X €la,0]) =P(X € [a,0[) =1— Fx(a).
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Variables aléatoires continues (v.a.c.)

Théoréme

Soit X une variable aléatoire absolument continue, de fonction de répartition
Fy , alors pour tout couple (a,b) € R? tel que a < b, on a

@ P(X=a)=0.

QO P(X €la,b) =P (X €]a,b]) =P (X € [a,b]) =P (X € [a,b]) =
Fx(b) — Fx(a).

Q@ P(X €la,00]) =P (X € [a,00]) =1 — Fx(a).

@ P(X €]-00,b]) =P (X 6] b)) = Fix (b)
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Variables aléatoires continues (v.a.c.)

Définition

Une variable aléatoire réelle X définie sur un espace de probabilité (€2, A, P)
de fonction de répartition F'x est dite variable aléatoire absolument continue,
s’il existe une fonction réelle fx vérifiant les conditions suivantes :

Q fx(z)>0;VzeR
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Variables aléatoires

Variables aléatoires continues (v.a.c.)

Définition

Une variable aléatoire réelle X définie sur un espace de probabilité (€2, A, P)
de fonction de répartition F'x est dite variable aléatoire absolument continue,
s’il existe une fonction réelle fx vérifiant les conditions suivantes :

Q@ fx(z)>0;Vz eR

@ fx est continue sur R, sauf peut étre sur un nombre fini de points ou elle
a une limite finie & gauche et limite finie & droite.
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Variables aléatoires continues (v.a.c.)

Définition

Une variable aléatoire réelle X définie sur un espace de probabilité (€2, A, P)
de fonction de répartition F'x est dite variable aléatoire absolument continue,
s’il existe une fonction réelle fx vérifiant les conditions suivantes :

Q@ fx(z)>0;Vz eR

@ /x est continue sur R, sauf peut étre sur un nombre fini de points ou elle
a une limite finie & gauche et limite finie & droite.

Q lintégrale ]j:: [x(z)dz existe et est égale a 1.
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Variables aléatoires

Variables aléatoires continues (v.a.c.)

Une variable aléatoire réelle X définie sur un espace de probabilité (€2, A, P)
de fonction de répartition F'x est dite variable aléatoire absolument continue,
s’il existe une fonction réelle fx vérifiant les conditions suivantes :

Q@ fx(z)>0;VreR

@ /x est continue sur R, sauf peut étre sur un nombre fini de points ou elle
a une limite finie & gauche et limite finie & droite.

@ l'intégrale ]j:: [x (z)dz existe et est égale a 1.

Q@ La fonction de répartition F'x peut s’écrire, pour tout « € R sous la forme

Fx (z) = /:I; \ fx (s)ds
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Variables aléatoires continues (v.a.c.)

Théoréme

Une fonction f qui satisfait les quatre conditions précédentes est dite fonction
de densité de probabilité d’une variable aléatoire X absolument continue.
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Espérance mathématique et variance

Définition

Soit X une variable aléatoire discréte ayant pour valeurs possibles x1, zs,... et
pour fonction de masse p(z). L’espérance mathématique de X est

E(X] =) wip(x) =) =P (X =)

i>1 i>1

a condition que la série ci-dessus soit absolument convergente, sinon on dira
que X n’admet pas d’espérance mathématique.

Remarque

Si X a un nombre fini de valeurs alors E[X] existe.
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Espérance mathématique et variance

Définition
Soit X une variable aléatoire absolument continue ayant pour fonction de
densité f , 'espérance mathématique de X est

00
E[X] = / zf(z)dx

J —00

a condition que l'intégrale soit absolument convergente, sinon on dira que X
n’admet pas d’espérance mathématique.

Exemple

Soit T une variable aléatoire absolument continue dont la densité f est définie

par
1 g
f(t):{f/z Sit>1

0 ailleurs

Déterminer E[T7].
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Espérance mathématique et variance

Sglution. On a e
SIS Itf @) de = [T 3] dt
. T | ] . . 4
mgﬂoo .]'1 !ﬂdt = Igﬂwlogi —logl =400

d’out 'espérance mathématique n’existe pas.

Soit GG une fonction d’une variable aléatoire X, 'espérence mathématique de
G(X) est donnée par

B > wer G(x)p (z) si X est discrete
BIG (X)) = { e G(z)f(z)dx si X est continue

— 00

a condition que la série et 'intégrale soient absolument convergentes.
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Espérance mathématique et variance

Théoréme

Soit X une variable aléatoire alors

@ E[c] = c ou ¢ est une constante

des fonctions de X et a et 3 sont des réells. A condition que les différentes
espérences existent.

Définition

Soit X une variable aléatoire, on appelle moment d’ordre k(k € N) la valeur
suivante

e > ser XFp(z) si X est discréte
E[X ]7 + oo k . o
o> XEf(x)dx si X est continue

a condition que la série et 'intégrale soient absolument convergentes.
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Espérance mathématique et variance

Théoréme
Soit X une variable aléatoire alors
@ E[c] = c ou ¢ est une constante
Q ElaH (X) + G (X)] = oE[H (X)] + BE[G (X)] o H et G sont

des fonctions de X et a et 3 sont des réells. A condition que les différentes
espérences existent.

Définition
Soit X une variable aléatoire, on appelle moment d’ordre k(k € N) la valeur

suivante

e > ser XFp(z) si X est discréte
E[X ]7 + oo k . o
o> XEf(x)dx si X est continue

a condition que la série et 'intégrale soient absolument convergentes.
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Espérance mathématique et variance

Soit X une variable aléatoire, la variance de X, notée 0% ou Var(X) est

0% = B[(X — B[X])"] = E[X*] - BIX]’

On appelle écart type de X la quantité

ox =/ Var(X)

Si E[X] = 0 on dit que la variable aléatoire est centrée
Si Var(X) =1 on dit que la variable aléatoire est réduite.
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Espérance mathématique et variance

Théoréme

Soit X une variable aléatoire ayant pour espérance mathématique E[X] et
variance (T%(. SiY =aX +bou a et bsont des constantes, alors

E[Y] = aB[X] + b et 0% = a’0%
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Variables aléatoires continues (v.a.c.)

Exercice 2. Soit X une variable aléatoire continue et f une fonction définie
par :

N kx(z—2) pour 0<z<2
fla)= { 0 ailleurs

1. Donner le réel k pour que f soit la densité de la variable aléatoire X.
2. Calculer la fonction de répartition de X.
3. Calculer I'espérance mathématique et la variance de la variable aléatoire X.
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Variables aléatoires continues (v.a.c.)

Solution.

L[ f(x)de =1

Z@dr= L f@det [ @ dot [T f (@) do
—O+/ f(x)de+0= /5}"(7)(17

] /m(thQ)d‘Lfk/U2 (‘L*Q)d‘l‘

fk/ (./*21)(11—14[5 5

th=1=—k=-3

— k(54 =~

Dr. Meriem Bouhadjar
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Variables aléatoires continues (v.a.c.)

7[ dtf]

—2)dt
—Sll<0:>F() 0
Sizx>2= F(zx)=1
—Si0<r<2 alors

r)= [T f()dt =3 [Tt(t—2)dt =3 [T (> —2t)dt
. T 3 )
:*i[%*ﬁ i & ke
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Variables aléatoires continues (v.a.c.)

3. E(X)= fj;: xf (x)de = foz xkx (x — 2) dx

= Aot =2 dr = 3 [ (o~ 20 da
3 [ x4 5z’ : j s
,% {?727}0:*% [%7136} =1
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Variables aléatoires continues (v.a.c.)

Var(X)=E(X?) - [E (X)P?

B(X) = [1Z a2 (@) de =~ 2 (5~ 20%) do

|
Y]
—
alf
\
[N}
]
i
[E——
[\v)
I
[Sf[=}
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